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AVElVnSSEMENT. 


Dans la prcmicre éiiition de ce Cours, nous avions 
considéré les dilféreulielles comme les accroisse- 
ments infiniment petits des variables; dans celle-ci , 
nous les considérons, non comme les accroissemenis 
eux-mêmes , mais comme des quantités dont les rap- 
ports sont égaux aux limites des rapports de ces 
accroissements. Cette définition est précisément celle 
(]ue liCibnilz a donnée d’abord , mais à laquelle il 
n’est pas toujours resté fidèle. Les géomètres sont 
partagés entre ces deux manières de voir, qui, du 
i cste, conduisent avec la même rigueur aux résidtats. 
Dans la première, les équations différentielles sont 
ce que Carnot appelle des équations impatjàites , 
c est-à-dire dans lesquelles on néglige d’écr ire un 
terme complémentaire qui dispar aît à la limite. Dans 
la seconde, ces équations sont exactes par clles- 
ruénres, ce qui perrt par aîtr’e plus clair aitx commen- 
çants : c’est celui que nous adoptons ici , tout en trou- 
vant le pr emier aussi facile et aussi rigoureitx. 
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L’ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 

PREMIÈRE PARTIE. 

— n r imti -•>- 

1 . La notion des liniile.s, qui est la base du calcul in- 
finitésimal, n’clait point étrangère aux anciens géomè- 
* très. Ils y furent conduits, comme nous allons l’indiquer 
en pou de mots, lorsque, dans la mesure des quantités 
géométriques, ils dicrclièrent à aller au delà des figures 
terminées par îles lignes droites , f;t des corps terminés 
par des plans. 

Lorsque l’on veut comparer dw grandeurs de même 
espèce, on commence par se faire une idée nette et pré- 
cise de l’égalité. On passe de là à la comparaison des 
grandeurs inégales, en bis décomposant, quand cela se 
peut, en parties égales; et le rapport des nombres de ces 
parties est le rapport même des grandeurs. Mais il arrive 
•souvent que cette décomposition .est impo.ssiblc, ou qu’elle 
serait aussi difficile à obtenir que la solution de la ques- 
tion même que l'on a en vue. 

Ainsi, dans la géométrie, la décomposition en parties 
égales conduit à la comparaison des rectangles; celle-ci 
conduit facilement à celle des parallélogrammes, puis des 
triangles, et enfin <le tous, les polygones rectilignes, qui 
édit. ^ 1 
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pcuM'iil toujours ôliv considérés coininc composés d un 
uonihro déterminé de li iangles. 

Mais si quelques-uns des côtés d'un polygone étaient 
ctjurbes, QU ne pourrait plus le décomposer eu triangles, 
et ramener de. proche en proche sa mesure à la simple 
considération de l’égalité. La -même dilliculté st- présente 
dans la cortiparajson des surfaces et des volumes des corps 
((ui ne sont pas terminés de tons côtés par des plaus. 
Leur mesure exige de nouvelles méthodes d’invesligaliou; 
et cette découverte, qui est due aux géomètres de l’anti- 
quité, est un des [>lus grands pas qui aient été faits dans 
la scienct'. 

f/idée qui s est présentée d'altord à eux a été de substi- 
tuer à ces quantités d'autres quantités qui eu dill'érasseni 
très-peu, et de l’espèce de celles tpi’ils savaient compa- 
rer. Le rapport dt' ces dernières devait d'autant moins 
ilillérer de celui des premières, t[ue les quantités suhsti- . 
tuées dill'éraient moins des proj>osées;*et si cette dill'é- 
rence tendait indéfiniment vers zéro, le rapport des 
([uantités auxiliaires devait tendre vers celui des quan- 
tités proposées, et finir par en différer d'tiix! quantité 
moindre que toute grandeur donnée. 11 ne s’agissait donc 
plus que de reconnaître celle limite d'une manière ri- 
goureuse. 

.\insi, par exemple, pour trouver le rapport des sur- 
faces de deux cercles , ils substituaient à ces figuixts cur- 
vilignes des polygones inscrits ou circonscrits; et pour 
que la comparai.son fût plus facile , ils les prenaieul ré- 
guliers et semblables. Ils démontraient qu’en augincniani 
indéfiniment le nombre des côtés de ces polygones , leur* 
surfaces pouvaient dilférer dc’ celles des eerclcs , de quan- 
tités moindres que toute grandeur donnée, quelque petite 
(ju'ellc fûl. Or, comme le rapport des polygones était tou- 
jours le même (|ue celui des carrés des rayons des cercles, 
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cl <jiu‘ d uac autre part il ile\aii avoir pour limiteeelui des 
cercles t;ii\'-iiièines , ils apercevaient , comme conséquence 
nécessaire, que le rapport des cercles était le meme que le 
rapport des carrés de leurs rayons. Mais une pareille con- 
clusion ne leur aurait pas paru snllisaininent jusliiiée, 
surtout en présence de sophistes subtils ([ui trouvaient des 
arguments pour'nier les choses les plus évidentes. Ils pre- 
naient alors une sorte (Je détour pour prouver, sans ré- 
plique, la vérité qu’ils avaient ainsi découverte; et ils mon- 
traient (|ue si le rapport des cercles était plus petit ou plus 
grand que celui des carrés de leurs rayons, on serait con- 
duit par des raisonnements incontestahlcs à une absurdité 
manifeste. L’inégalité de ces rapports étant ainsi dé-’ 
montrée impossible, on ne pouvait se refuser à en ad- 
mettre l’égalité. 

Le procède qui consiste à démontrer la vérité d’um^ 
proposition par l’absurdité qui r('sull(-rail de la supposi- 
■sition qu’elle serait fausse, est connu .sous le nom de rir- 
fiuction à rnhsiirde. 

Les modernes, sans rien changer au principe de celle 
méthode, ont présenté les démonstrations d’une manière 
plus naturelle et plus analytique; mais surtout ils en ont 
poussé les applications beaucoup plus loin, avec le se- 
•cours du calcul algébrique, dont les auciens n’avaient qtu; 
des notions très-élémentaires. • 

La méthode des limites servant de base à presque tout 
ce qui fait l’objet de ce Cours, nous allons faire connaitre 
en quoi elle consiste. Mais nous commencerons par pré- 
senter quelques notions préliminaires indispensables. 

Des fondions en ijênéral, et de la continuité. 

2. Oit désigne sous le nom de vnrinhlo toute quantité 
qui , dans la (piestion où on la eons’rdère, est susceptible 
de recevoir successivement dilférimles valeurs. 
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(•)ii iioinnie vanal>/c.s inilépf/irfnn'lvs celles dont les va- 
leurs sont enlièrcnienl arbitraires; et variables rlépeii- 
(lanles ou fonctions, celles dont les valeurs sont déter- 
minées par ccdles de eci taines autres ejuantite^, quelle que? 
soit la nature de cette dépendance, et soit qu’il s’agisse de 
([uaiitités coucrètesou de cjuantilés évalut'es en nombres. 
Dans le premier cas on a des fonctions concrètes, et dans 
le second des fonctions anu/y tiques. 

Les fonctions analytiques sc: distinguent eu fonctions 
explicites et fonctions implicites. Les preinièrcîs sont 
celles dont lc“s valeurs peuvent s’obtenir au moyen d'opé- 
lalions iudicjuées et que l’on sait ellcctuer; les autres 
sont cell(‘s<(ui sont lic'cs aux variables indc'pendnntes par 
des équations non résolues : dans ce cas, les opérations à 
edectuer pour former les valeurs des fonctions ne sont 
pas iiidicjuc'es. On les connaîtrait par la résolution des 
c-cpialions données, et les fonctions deviendraii.’ut .alors 
explicites. 

l^cs fonctions explicites se subdivisent en algébriques 
et transcendantes. Les premières sont ccdles où les seules 
opérations indiquées sont des additions, soustractions, 
multiplications, divisions, élévations à des puissances et 
extractions de racines de degrés connus; Ic's autres sont 
celles qui renferment d’autres opéi-ations inditjuées sur les 
variables: comme, par exemple, les quantités exponen- 
tielles, les logarithmes, les lignes trigonométriques, etc. 

Lorseju’une seule de ces diverses opérations est indi- 
quée sur viiie variable, on a une- fonction simple de cette 
variable. Lorsque plusieurs d’entre elles sont accumulées 
les unes sur les autres, on a ce que l’on appelle une 
fonction de fonctions. Toutes les fonctions qui ne reii- 
trcht pas dans ces deux cas sc nomment /o«c/<o«5 com- 
posées. 

Lorstjue deux variables sont liées par une équation 
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quelconque, elles sont' fonctions l’une de l’autre, l.a 
forme de ces deux fonctions est dill'érentc si les deux 
variables n’entrent pas dans l’équation d’une manière 
symétrique. On leur donne , l’une par rapport à l’autre, 
le nom de Jonctions inverses. Si f par cxemplcj on ré- 
sout par rapport à x les équations suivantes, qui sont 
résolues par rapport à r, 

J- = JC", y = a J- = sin X, . . . 

ou obtient 

. X = Jy, X = loj; J", X = arcsin,^. 

Ainsi, d’après notre définition, la racine est la 

fonction inverse de la puissance /« ; le logarithme est la 
fonction inverse de rexjKmentiellc, etc. 

3. Continuité. — Une variable est continue lorsqu’elle 
ne peut passer d’une valeur quelconque à une autre sans 
passer par toutes _les valeurs intermédiaires. Une fonc- 
tion est dite eo«/i«tie lorsqu’en faisant varier d’une ma- 
nière continue les quantités dont elle dépend, elle esi 
constamment réelle et varie elle-même d’une mauière 
continue, c’est-à-dire qu’elle ne peut passer d’une valeur 
à une autre sans passer par toutes les intermédiaires. Luc 
l'onction peut être continue tant (|uc les variables doni 
elle dépend restent renfermées entre certaines limites, ci 
cesser de l’èlrc, ou devenir discontinue, en dehors de ces 
limites. 

Pour démontrer qu’une fonction qui est réelle entre 
certaines limites de la variable est continue, il suffit de 
faire voir que l’on peut faire croître la variable par de- 
grés assez petits pour que les accroissements correspon- 
dants de la fonction soient moindres tju’une gVandeur 
quelcou(|ue : car, si cette fonction n’était pas continue, d 
faudrait qu’elle passât brus(|uemcnt d’une certaine valcui 
à une autre (|ui en différerait d’une quantité finie; ce tpii 
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csl absui'ile, puisqiu- raccroissenient il«; la foiiciioii |k‘UI 
être rendu moindre que toute grandeur donnée, (-’est 
^insi que, dans les éléments, on a demontréque toptes les 
fonctions simples sont continues, et que, parconsé<jueni , 
il en est de môme des •fonctions composées. Réciproque- 
ment, toute fonction continue d’une variable jouit de la 
propriété, que ses accroissements peuvent devenir moin- 
dres que toute quantité donnée, pourvu que l’on donne? 
des valeurs sulTisamment petites aux accroissements de la 
variable: car, si l’accroissement donné à la variable, à 
partir d’une de ses valeurs, tendait vers zéro, saus qu’il 
eu fût ainsi de l’arcroisscment de la fonction , il en ré- 
sulterait que la fonction passerait brusquement d’une va- 
leur à une autre qui en diflérerait d’une quaittité finie, et 
que, par consétjucnt , elle ne serait pas continue. 

Si l’on considère les valeurs d’une fonction continue 
comme les ordonnées, et les valeurs correspondantes de 
la variable indépendante comme les aljscisses, les points 
ainsi obtenus se suivront sans interruption et formeront 
une ligne continue qui sera la représentation géométrique 
de la fonction analytique. 

.Méllioilc lits liini(cs. 

•i. On appelle limite d’une quantité variable une quan- 
tité fixe dont elle approche indéfiniment , c’est-à-dire de 
telle sorte que leur dilféreucc puisse devenir moindre que 
toute grandeur assignée, sans cependant se rt-duire ja- 
mais rigoureusement à zéro. 

Une môme (juantité ne peut évidemment tendre en 
même ttmps vers deux limites inégales. 

Si deux quantités variables dépendent de certaines 
autres , de telle sorte ([u’elles restent constamment égales 
entre elles dans tous les états par lesquels elles passent , et 
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(jue l’on saclie «|Ue lUnc irelli's tend vois une liinile, on 
|>eul affirmer tjue l’auire a la même limite: car, puis- 
qu’elle est toujours égale à la première, elle s’approchera 
imlénriimcnt de la quantité fixe dont celle-ci est supposée 
s’approcher indéfiniment. 

Cela posé, considérons une équation dont les deux 
membres soient des J'oncliotls continues de variables quel- 
conques x, y, Z , etc. , dépendantes ou indépendantes les 
unes des autres, cl représentoiis-la par 

F(.r, J, I,.. . .)=/{x, x,z,...). 

Supposons que les variables x,)', z, etc., tendent simul- 
tanément., d’une manière continue ou discontinue, vers 
les limites respectives h , c, etc., et proposons-nous de 
découvrir la relation qui lie entre elles ces limites, en 
admettant que les fonctions restent continues dans le voi- 
sinage de ces valeurs des variables. Pour cela, observons 
<|ue,l 'et /'désignant des fonctions eontinncsde.i', z, etc., 
elles subissent des accroissements très-petits lorsque ces 
variables changent elles-mêmes de (pianlités très-petites, 
et que ces aecroissémenis correspondants tendraient en 
même temps vers la limite zéro: donc, si l'on coneoit 
<|ue X, J', 2, etc., tendent simultauémeut , et suivant des 
lois quelcoïKjues , vers les limites n,h,v, les fonclion.s 
l’(x,j-, 2 ,...),J'(.r, r, 2,...) tendront indéfiniment vers 
/i,c,...), y (« , l> , (.■,•••)■ Mais les limites de (pian-- 
lités égales sont égales : donc on aura nécessairement 

F , h , c , . . . ) , è , c y. . . ) , 

e'est-â-<lire que la relalidn entre les limites sera identique 
niCnl la même (pie celle (jui avait lieu constamment entre 
les variahles; et (|u’il suffit de changer dans celle-ci les 
variables dans leurs limites , pour avoir la relation rpii 
existe entre ces dernières. 


Digitized by Coogle 



8 


COURS II ANALYSE. 


Telle c'sl la proposition qui sert de base à la niéthotle 
des limites , et la méthode elle-même cousiste à considérer 
les quantités dont on veut découvrir la relation, comme 
limites de quantités plus simples, et à chercher la rela- 
tion de ces dernières. Lorsqu’elle est établie, il ne reste 
plus, d’apres le théorème précédent, qu’à suhstituer à 
toutes les variables leurs limites respectives. • 

5. Le’s quantités variables qui ont pour limites les • • 
quantités proposées peuvent être choisies de bien des 
manières diderentes , et ce choix est très-important. Les 
calculs peuvent être très-simples ou très-compliqués, sui- 
vant la nature de ces varialiles; et dans chaque cas parti- 
culier il faudra s’attacher d’abord à reconnaitre quelles 
sont celles qui donneront le plus de facilité au calcul. 
Ainsi , par exemple, quand on cherche la relation entre 
les surfaces de deux cercles et leurs rayons, on considère 
ces cercles comme limites de polygones réguliers sembla- 
bles , parce que la relation entre ces polygones et les rayons 
des cercles est très-faeilc à obtenir; tandis qu'elle aurait 
été très-difficile à découvrir si l’on avait supposé diffé- 
rents les nombres des côtés des deux polygones, et que de 
plus on ne les eût pas supposés réguliers.’ Au reste , si cette 
dernière était découverte, elle conduirait nécessairement 

à la même relation entre les cercles et leurs rayons , et le 
choix des variables n’a d’autre effet que de conduire plus 
ou moins simplement au résultat. Mais il n’y a aucune 
règle précise à donner à ce sujet. 

Des quantités incommensurables.^ 

m 

6. Deux quantités sont dites incommensurables entre 
elles, lorsqu’elles ne peuvent être partagées exactement 
en parties égales, respectivement de même grandeur; ou. 
en d’autre.s termes, lorsf|u’ellcs n’ont pas de commutn- 
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mesure. Tant qu’on n’est pas obligé d’évaluer les quaulilés 
eu nombres, il est indifléreut qu’elles soient commensu- 
rables ou ineommensurablés-, mais il n’en est plus ainsi 
dés que l’on a à considérer les rapports des quantités 
entre elles ; et il est d’abord nécessaire de se faire une 
idée précise de ce (jue l’on appelle nombre incommen- 
surable. • 

La pluralité nous donne la première idée du iiom- 
brej elle constitue ce que l’on appelle le nombre entier. 
Elle SC trouve, soit dans la considération simultanée 
d’objets distincts et séparés , soîl dans la décomposition 
d’une grandeur en parties égales. Dans ce dernier cas , le 
nombre est ce que l’on appelle le ra/jport de la gran- 
deur décomposée à une grandeur égale à l’une de scs 
parties. 

Mais si l’on avait à comparer deux grandeurs dont la 
plus petite ne fût pas contenue exactement dans l’autre , 
elles ne présenteraient plus l’idée du rapport tel qu’il 
vient d’être défini , et comme il est utile dans les sciences 
de généraliser le plus possible, c.’cst-à-dlrc de renfermer 
le plus grand nombre possible d’idées particulières sous 
une même dénomination , on a donné de l’extension à la 
signification des mots nombre et. rapport. On a d’aboni 
considéré le cas où les deux grandeurs ont une mesure 
commune; et, pour fixer les idées, supftosons que cette 
mesure soit côntefiue m fois dans ruiio l't n fois dans 
1 autre ; alors la plus grande est égale à m fois la par- 
tie de la plus petite , et celle-ci à n fois la {)artie de 

la plus grande. 

Dans ce cas, on est convenu de dire que le rapport de 
la grande à la petite est et que celui de la petite .à la 

grande est - • Les deux rappoi ls. anx(|uels donne lou- 


Digitized by Google 



•i.firns n'ANAi.YSK. 


* lO 

jours liru In cuiiiparaison ilu deux graiulcurs inégales, soni 
dits rapports inverses ou réciproques . 

Ces nouveaux rapports ont encore été appelés des iioin- 
l)res , cl pour les distinguer des nombres entiers on les a 
désignés sous le nom de nombres fractionnaires. Knfin. 
si l’on considère deux grandeurs qui n’aient pas de mesure 
commune, elles ne présentent auetlnc des deux idées pré- 
cédentes, et il faudra ou dire qu'ôlles n’ont pas de rap- 
port, ou donner à la signiücation des mots rapport cl 
nombre une nouvelle extension ; alors les nombres croî- 
tront d’une manière continue comme les quantités eon- 
crèles. Mifis il ne sullil pas que l’on convienne de dire que 
deux grandeurs incoiumensurables ont entre elles un rap- 
port, et que ce rapport sera désigné sous le nom de nombre 
incommensurable ; il.l'aut délinir rigoureusement l'égalité 
des rapports, ou nombres, incoinmeiisurabli-s. iNolj-ema- 
'nière de voir à cet égard , ilillérente de celle de quel(]ues 
géomètres, est entièrement conforme à celle d’Euclide. 

Observons d’aboixl ([u’en paitageant l’une des gran- 
deurs en parties égales sullisammcnt petites, et les por- 
tant dans l’autre autant de fois que possible, le reste sera 
moindre (jue l’une des parties, et par conséquent pourra 
toujours être rendu moindre que toute grandeur donnée; 
de sorte qu’il existera un rapport coinmensurable entre 
l’une quelconque des deux grandeurs, et une autre (jui 
<lillérera aussi peu qu’on voudra de la seconde. 

Cela posé, considérons deux grandeurs incominensu- 
rablesj divisons l’une d’elles, par exemple la plus pe- 
tit;!, en parties égales dont le nombre croisse indélini- 
ment; porlons-les dans la plus grande et négligeons le 
reste: il en résultera une suite de rapports ou de iioiubre.s 
«'ommensurables correspondants à la plus petite des gran- 
deurs et à d’autres grandeurs rommeiisurables avec elle , 
cl convergeant indéliniiueni vers la seconde. <pii eu esl 
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la limite, dans le sens que nous avons allaclié à ce mol. • 
CoiKOVons, en second lieu, deux autres grandeurs in- 
eoinmensurables de mi^mc nature, mais d’une espèce 
quelconque, et partageons successivement îa plus petite 
dans le même nombre de parties égales que la plus pe- 
tite de la première espèce: on aura de même une nou- 
velle suite de rapports commensurables ; et si ceux qui 
correspondent de part et d’autre au même mode de di- 
vision de la plus petite sont toujours égaux , quelque loin 
qu’on pousse cette division, on dit que les deux pre- 
mières grandeurs incommensurables ont le même rapport 
que les deux autres. 

7. Mais pour qu’il y ait lieu de définir ainsi l’égalilédes 
rapports incommensurables, il est nécessaire de démontrei 
que l'égalité des rapports eomifteusurables respectifs est 
indépendante de la loi suivant laquelle les sulnlivisions 
décroissent indéfiniment; c’est-à-dire que si cette égalité 
a lieu pour une certaine loi , elle aura lieu pour toute 
autre. Cette proposition peut être démontrée comme 
il suit: ' . 

Soient A et 1» deux grandeurs incommensurables d’une 
espèce quelconque , et A', P' deux autres grandeurs iii- 
cûmmensurablcs soit de la même espèce que les premières, 
soit de toute autre ; admettons que si l’on subdivise A et A’ 
en un même nombre de parties égales, qui croisse indé- 
finiment suivant une certaine loi déterminée , on trouve 
eonatamment le même nombre de ces parties contenues 
respectivement dans 11 et B': il s’agit de démontrer que si 
l’on partage A et A' en un même nombre quelconque m 
de parties égales', non renfermé dans la loi donnée, il se 
trouvera toujours un nombre égal de ces subdivisions res- 
pectives dans H et B'. 

Fn ellet, supposons qu’il y ail un nombre h de partie.s 
'dans 11, et nn nombre dilVéreut par exemple, pins grand 


Digilized by Google 



12 


r.ÛLRJ II ANAI.ÏSK. 


dans 15'. Alors K i parties de la première espèce sur 
passeront 15 d’une certaine quantité, que je désignerai 
par E; tandis que K -f - 1 parties delà seconde seront 
encore inférieures à 15'. Cela posé , décomposons A en 
parties égales moindres que E, et comprises dans la loi 
donnée; décomposons A' en un nombre égal de parties ; 
d’après l’hj'pqthèse, il devra s’eu trouver respectivement 
le même nombre dans B et dans B'. .Mais il est évident 
qu’il y aura moins de parties plus petites que E dans 15 
que dans 15 + E, ou dans K-+- • des subdivisions en ques- 
tion; et il y en aura autant dans ces R + i subdivisions, 
qu’il y aura de parties correspondantes dans les K + i 
subdivisions correspondantes de B', (pii sont encore infé- 
rieures à 15'. Donc il y aurait dans 15 un nombre moindre 
de parties comprises dans la loi donnée, qu’il n’y aurait 
de leurs correspondantes dans B'; ce qui est contre l'hy- 
pothèse. 11 est donc impossible qu’en partageant A et A 
en un même nombre dé parties égales, ces parties ne soient 
pas respectivement comprises dans' B et B' le même nom- 
bre entier de fois. 

8. 11 est bon de remarquer que l’on n’expi imerait rien 
qui fût réellemeiit contradictoire avec notre définition en 
disant , avec beaucoup de géomètres , que le rapport de 
deux (juantités incommensurables est la limite des rap- 
jiorts commcnsurablcs de l’une d’elles et d'une quan- 
tité variable ayant la seconde pour limite. .Mais il n’est 
pas jx'rmis de donner cette définition des rapports iimom- 
niensurables, parce qu’elle supposerait qu’il <;xiste un 
nombre limite, tandis qu’au contraire il est certain qu’il 
n’en existe qias, si l’on ne donne pas de l’extension au 
sims du mot nombre. 

15. Tout cela posé, lorsque nous dirons ((u’iine équation 
a lieu entre des nombres incoininensurables, nous enten- 
drons (pie celle é(pialion a lieuenlre de.s nombres com- 
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incnsuiablfs (jiii fxprimfiil (1rs (|uamiiûs variables, ([iii 
ronveigeut vers des quantilés fixes <[ui n’ont j>as de com- 
mune mesure avec l’unité, et qui sont représentées par 
CCS nombres incommensurables. D'on il résulte que la 
démonstration se fera comme si l’on regardait les nombres 
incommensurables comme limites de nombres cominen- 
surables, et rentre, quant h la forme, dans la méthode 

des limites, 

* 

10, On peut arriver a 1 idée- des nombres incommen- 
surables autrement qu’en comparant deux grandeurs qui 
n’ont pas de mesure commune, et par des considérations 
[uirenient arithmétiques, comme par exemple celle des ra- 
cines, des logarithmes, etc. Dans ces cas, ou trouve des 
nombres commensurables qui satisfont à des conditions de 
plus en plus voisines des proposées, et qui, en prenant 
une unité quelconque, représenteraie'nt des quantités con- 
erètes tendant vers des limites déterminées. Une équation 
entre ces nombres incommensurables sera toujours enten- 
due dans le sens que nous avons expliqué précédemment. 

De l'infini. 

1 1 . I.c mot infini est employé pour exprimer l’absenee 
de limite, de borne quelconque; c’est ainsi que resii.vce 
et le temps sont dits infinis. Celte idée exclut évidem- 
ment celle de toute comparaison sous le rapport de la 
grandeur. Néanmoins, pour abréger le discours, on parle 
souvent de quantités infinies, on les soumet aux mêmes 
opérations que les quantités finies, et il est très-impor- 
tant de ne pas se méprendre sur la'manièrc dont ce lan- 
gage doit être entendu. 

Ces quantités dites itijinie.s ne peuvent si; présenter • 
que de deux manières ; ou comme solutions , ou comme 
données d’une question. 

L’infini peut se présenter roinme solution lorsque. 
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|>i)ur ili-iormiiuT ■ cci'iaiiies ijiiaiilités, on les re{;ar(ie 
« onime (Jépeiulanles il’uîie autre; cl que dans le cas par- 
ticulier (pte l’on a en vue, celle dernière n’exisic plus, 
tandis que pour des cas très-voisins elle aurait dej valeurs 
qui pourraicîut dépasser toute grandeur assignée. Ainsi, 
par exemple, pour déterminer un angle, on peut, en gé- 
néral , prendre pour inconnue sa tangente tngonomé- 
trique; fnais il faut excepter le cas parliculier.de l'angle 
droiu T.es équations qui- donneront la ^aleur de celle 
tangente devront conduire à une expression qui croilra 
indéüninient, à mesure que les données se rapprocheront 
de celles qui conduiraient pour solution à l’angle droit. 
Dans ce dernier cas, l’expression ne doit plus rien repré- 
senter, cl apprendra par cela même que la {ptestion se 
rapporte à ce cas particulier. La forme qu’elle prendra 
alors est celle d’un nombre fini , divi.sé par zéro. On dit 
alors fjue la valeur de l’inconnue est infinie, et que 
l’angle correspondant est droit ; de sorte que la question 
proposée est possible, et sa solution »sl déterminée. Mais 
si la quantité dont la valeur générale se présente dans un 
cas particulier sous la forme illusoire d’un nombre divisé 
par 7XTO ii’esl pas nue inconnue auxiliaire, mais bien 
celle que l’on voulait «léterminer, il est clair que la ques- 
tion proposée était absurile. 

L’infini peut encore se préseuier autrement ipm comme 
solution d’équations, dans des cas particuliers; il peut se 
trouver dans les données mêmes de la question. On petit 
se proposer de trouver la limite du rapport de' la dillé- 
rcnce, ou de toute antre fonction de (|uantité$ dépen- 
dantes h» unes des autres, et croissant sans limites. Dans 
tous les cas de ce genre, on dit quelquefois que cette 
limite est le rapport, ou la dillérence, ou la fonetion 
quelconque de ces quantités infinies; mais il n’y aurait 
aucun sens à attribuer à la comparaison des deux infinis. 
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puisijiic , roinnu' je l'ni déjà dit, l'iiiliiii ne sigiiitie pas une 
f;raiideiir, mais l'abseiiec de limites: ainsi, si l'on mène 
dans lin plan des parallèles éi|uidistantcs, il est absurde 
de dire que les espaces inlinis renfermés entre lc:s paral- 
lèles consécutives sont égaux. Mais si l’on cherche les rap- 
ports de ces espaces croissant indéliniment, on peut bien 
se demander quelles sont leurs limites, et l’on trouve 
alors un résultat complètement indéterminé; car on peni 
faire croître indéliniment les longueurs de deux de ces 
bandes en établissant entre elles une relation arbitraire; 
cl l’on ne trouverait le rapport de ces bandes injinics éga I 
à l’unité que dans des cas très-particuliers. 

Rien ne serait plus facile, sans doute, que d’emjiloyer 
un langage entièrement exact pour exprimer ces idées , 
qui n’ont rien que de très-simple, et l’on éviterait ainsi 
riuconvénicnt d’en laisser prendre souvent -de fausses, 
qu’il est ensuite bien difficile de détruire. Le langage 
n’est pas d’ailleurs beaucoup simplifié, comme on le voit, 
par cette manière inexacte de rendre des idées très-claires 
par elles-mêmes; mais, comme elle estsouvei^ employée, 
je n’ai pu me dispenser de préciser comment elle doit être 
entendue. 

Des (luanlilés infinimcnl pclitcs. Comment elles' 
s’iiitroduiseiU dmis le calcul. 

i2. T -CS quantités que l’on a pour objet de déterminer 
peuvent être considérées de diverses- manières comme 
limites de quantités variables d'une espèce plus simple. 
Toutes ces manières se réduisent presque exelusivement 
aux trois suivantes : 

i". La quantité proposée peut être considérée eomme 
limite d'une somme de quantités qui tendent indéfiniment 
vers zéro, et dont le nombre aii^menlc indéfiniment ; ou, 
encore, eomme fonction de pareilles limites; 


it) 
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■à". Üii peut la coiis'ulérer ('oiiiine liinile du rapport de 
deux quautiti» qui tendent simultanément vers zéro, ou 
eomine fonction quelconque de limites de cette espèce et 
ilo la préccxlcnte ; 

3”. Enfin, on peut la considérer comme limite d’uue 
somme de quantités invariables, dont le nombre augmente 
indéfiniment, «J. qui décroissent successivement en ten- 
dant vers la limite zéro. 


Ce dernier point de vue se rapporte au développement 
en séries. Les deux autres constituent ee qpe l’on appelle 
ltic«/fn/ infimtêsininl , qui est l'objet principal que nous 
avons en vue. 

1 3. Toute quantité variable qui a pour limite zéro se 
nomme une quantité infiniment petite, ou simplement 
un infiniment petit. 

l.es calculs relatifs à ces quantités {Kîuvent être beau- 
coup simplifiés à l’aide des tlicorèmés suivants : 

PnF.MiEn TiiÉonÈME. — La limite du rapport de deux 
quantités in^niment petites n’est pas changée quand on 
remplace ces quantités />ar d’autres, qui ne leur sont pas 
égales, mais dont les rapports arec elles ont respect i- 
ecment pour limitts l'unité. 

Soient, en ellét, « et S deux quantités infiniment pe- 


tites; a et O 'd’autres quantités, telles t[uc les limites de ^ 

et de P soient égales à l’unité, cl que, par suite, .les limites 
, . a' 6' . 

des rapports inverses —, ^ sotent aussi égales a 1 unité; 
on aura identiquement 


a x’- a 

Les limites de quautités égales étant égales, et la limite 
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d'un produit étant le produit des limites, on tirera de 
eette identité, en désignant les limites par l'abrévia^ 
lion //OT, 


linip = liinp; 


ce qù’il fallait démontrer. , 

14. On peut énoncer le même théorème d’une autre 
manière, au moyen de la proposition suivante ; 

Lotsquc la limite du rapport de deux quantités est 
l'unité, leur différence est infiniment petite par rapport 
à l’une quelconque des deux ; c cs\.-'A-à\ve que le rapport 
de cette différence à l’une quelconque de ces quantités a 
pour limite zéro . 

Et réoi^oquement : Si la différence de deux quantités 
est infiniment petite par rapport à l’une d'elles, la limite, 
de leur rapport est l’unité. 

Soient, en effet, a. et a' deux quantités quelconques, et 

d leur différence; on aura a' = a d, d’où i = — = ~. 

a' a' 

Donc, si la liipite de —, est l’unité, celle de -- est zéro, 

a • a ’ 

et réciprocpiement. 

Si l’on avait divisé par* au lieu de a', on aurait prouvé 
que - a pour Hmite zéro; et d'ailleurs il est évident que d 


étant la différence de a et «' est contenue dans le plus 

grand une fois de plus que dans l’autre, et que, parconsé- 

1 d J ’ , . . 

(juent, les rapports - j — sont en meme temps infiniment 


petits. 

On pourra donc énoncer le premier théorème de cette 
autre manière :• 


Txi limite du rapport de deux infiniment petits n’est 
pas changée, quand on les remplace lespevtieement par 
2' édit. •• 
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(l'aiilivs liai en (liffî-renl de ijiinnlités injinirnenl petites 
par rappoi t à eux. 

11 est essentiel d’observer «jue pour que le rap|K)tt de. 
deux iufiuiinciil petits ait une limite, il est mVessaire 
(prilsdéjM'udent rtin de l’autre, ou qu’ils soient tous deux 
dépendants d’une im'me variable ; sans eela le rapport se- 
rait indéterminé, et p*ar eonséquenl ne saurait avoir de 
limite déterminée. 

(^uoicpie nous avons priueipalement eu vue d’appli- 
quer les pro])osilions préeédentes aux quantités iniini- 
ment petites, il ii’est pas inutile d’observer qu’elles ont 
éj'aleinent li<'u pour des quantités finies, et même pour 
des (piantités indéfiniment croissantes. Les démonstra- 
tions que nous avons donnée.S sont indépendantes de 
l’ordre des grandeurs. 

15. DEtixikME TiiÉoRKME. — Lit Hiiiitc dc !o Somme dc 
(Hiantités positives injiniment petites, dont le nombre 
iiugniente indèjlnimcnt , n'est pas ekangée, quand on 
remplace ces quantités par d’autres dont les rapports 
avec elles ont respectivement pour limites runité. 

Soient, en effet , les infinimçnt petits 

J s ) • * • > 

dont le nombre augmente indéfiniment, et 

pi } ■ • ■ iPm 

d’autres infiniment petits, tels (jiie les rapports 
a, a, a, 

f’ fl' f''"' p. ■ 

aient tous pour limite rtiuilé. 

La fraction 

a, ai “f' aj , * . ■+- am 

pt H- p: -+■ Pj • • • -!- pn 

sera intermédiaire entre la plus petite et la plus grandedes 
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prtTiklfiiU'S', clic aura duiic, coiniiic elles, 1 uiiilé pour 
limite. Donc les limites des sommes a, -f-a, et 
,5.n soûl égales; ce iiu'il fallait démontrer. 

Si l’une des deux sommes était eonstanle, la limite de 
l aulre, serait égale à ectte constante, puisrpie la limite 
de leur rapport est l’unité. * 

11 est inutile de dire que ce théorème, de même que le 
premier, peut être énoncé d’une seconde manière. 

10. Le grand avantage <jue l’on retire de ces théorèmes 
eo’nsisleen ce qu’ils permettent souvent de négliger, dans 
les quantités infiniment petites, la partie qui en rend la 
eotnparai.son et le calcul difficiles. 11 suffit toujours que 
celte partie soit inlinimenl petite relativement .à la quan- 
tité elle-même, cl il n’en résulte aucune erreur dans les 
résultats oïl I on n’a en vue que les limites des rapports 
ou des sommes de ces quantités iniiniment petites. 

L(^s iniiniment petits que l’on considère presque uni- 
rpiemeut sont les accroissements ih; quantités variables 
indépendantes, et des fonctions de ces variables. Les 
•iccroisscments finis ou indéfiniment petits donnés .à des 
variables se désignent souvent par le nom de eh'ffcrenros 
jinies ou iiifiuimerit petites de ces variables. 

Quoique les quantités que l’on a en vue de calculer 
,'ui moyen des infiniment petits soient ordinairement des 
limites de sommes ou de rapports, néanmoins il arrive 
quelquefois que ce soit un infiniment petit même que 
la question exige que l’on détermine, non en gran- 
deur puisqu’il est variable, mais en signe:' cette ques- 
tion se ramène, au reste, imniédialemenl à une limite 
de rapport. 

Divers ordres d'iiifmimeiil petits. 

17. Si l'on considère plusieurs infiniment petits, dé- 
l^vendants les uns des autres, de telle sorte que l’un étant 

a. 
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«lélcraiiiu-, tous 1 <îs autres le soient, et que l'on en prenne 
un en partîeulier pour y rapporter tous les autres, on 
appellera inüniinent petits du premier ordre ceux dont 
les rapports avec celui-là auront des limites finies; infi- 
niment petils du second ordre ceux dont les rapports 
iivec le même infiniment petit principal seront des infini- 
ment petits du premier ordre; cl en général infiniment 
petit de l'ordre «celui dont le rapport avec rinfiniment 
petit principal sera un infiniment petit de l’ordre n — i . 

Lorsque l’on veut exprimer seulement que le rapport 
d'un infiniment petit à uu autre a pour limite zéro , on dit 
que le premier est infiniment petit par rapport au second. 

Cela posé, il est très-facile d’exprimer,, au moyen de 
rinfiniment petit principal, <-eux de tous les ordres difl'é- 
rents. En ell’et, désignons le premier par a, et par (î un 
infiniment petit du premier ordre dont la limite du rap- 
port avec a soit K; on aura 

ê = K -4- «, 
a 

fi> tendant vers zéro en même temps que a. 

L’expression de tout infiniment petit du premier ordre 
séra donc de la forme 

a(K -t- tü), 

(0 étant infiniment petit, et K fini. 

Soit maintenant y un Infiniment petit du second ordre, 

le rapport - devant être du premier ordre; on^ura 

^ = a(K 4- w); 
a 

et, par conséquent, la forme de tout infiniment petit du 
second ordre .«cra 

• a’ (K -4- 0 .). 
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En conlinuant ainsi j il est facile de voir (jue la forme 
générale des infiniment petits de l’ordre n est 

a" (K -t- w), 

K étant fini, et o) inBnimenl petit. 

Mais il y a souvent lieu de considérer des infiniment 
p’tits dont le rappoi t- avec une puissance fractionnaire 
de ec a'une limite finie; et l’on est con\<-nu d'appelei 

infiniment petit de l’ordre - celui dont le rapport ave«' 
P 

a’ a une limite finie : la formule qui représentera les 
quantités de tet ordre sera donc 

P 

(X" -t- w). 

C’est aussi dans le même sens qu’il faut entendre les 
ordres d'inCniment grands. Deux quantités de ce genre, 
c’est-à-dire croissant indéfiniment, sont dites du même 
ordre quand la limite de leur rapport est finie: rune est 
infiniment petite par rapport à l’autre quand la limite de 
son rapport à cette autre est zéro; et l’on dira générale- 
ment que l’une d’elles est de l’ordre n relativement à 
l’autre, quand son rapport à la puissance de l’autre 
aura une limite finie. 

Rapports dijférentieh. Dérivées. 

18. Les fonctions continues d’une seule variable jouis- 
sent de la propriété importante, que leurs accroissements 
infiniment petits sont, en général , du même ordre que les 
accroissements correspondants de la variable dont elles 
dépendent. 

Pour s’en assurer, on obsei-vera d’aliord (jiie si le rap- 
port de raceroissement uniipic et ficlerihiné de la fonc- 
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tioii, à l’accToissi-meiil correspouiiaiil de la >ai iable, ne 
lend pas a ers une limite linie, il tendra vers zéro, ou 
eroitra sans limite; que si l'un ou l’autre de ees deux der- 
niers eas n’a lieu que pour certaines valeurs particulières 
de la variable, le rapport a , en général, une limite finie, 
comme on voulait le démontrer; et que s’il en est au- 
trement, il faudra que, dans unc’ccrtaiue étendue de la 
variable, le rapport tende vers zéro pour toute valeur de 
cette variable, ou croisse sans limite pour toutes ees 
mêmes valeurs: car on ne peut admettre que ces deux 
cas se succèdent sans intervalle; cela n’aurait aucun sens. 
]1 reste donc à démontrer <[u ‘il n’est pas possible que le 
rapport tende cotistamment vers zéro, ou croisse eon- 
stamment .sans limite entre deux valeurs déterminées de 
la variable. Et même on voit qu’il suffit d’examiner le 
premier cas, et que le second y est renfermé; car, si le 
rapport de deux quantités prises dans un certain ordre 
croit indéûnimenl, le rapport des mêmes quantités, prises 
en ordre inverse , tendra vers zéro. * 

Il suffit donc de démontrer que lorsque deux variables 
X, Y dépendent l’une de l’autre, le rapport de l’accrois.se- 
menl iulîniment petit de y à celui de x ne peut avoir pour 
limite zéi o, pour toutes les. valeurs de x comprises entre 
deux valeurs déterminées u et //. 

Supposons, en effet, qu'il en soit ainsi, et partageons 
une portion quelconque â de l’intervalle l> — a en parties 
égales, dotit nous désignerons la valeur par a, et que 
nous pourrons supposer aussi petites que nous le vou- 
drons. Tous les rapports obtenus successivement en divi- 
sant, par à les différences entre les valeurs consécutives 
tley, corrc.spondantcs à des valeurs de x qui ditlèrent 
de St, seront aussi près de zéro tjuc l’on voudra , d’après 
I bypotlièse. Si maintenant on ajoute, d’une part, les pre- 
miers termes de ces rappoi ts, et, d'une autre, les seconds. 
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le rappoi I tic ces tlcuv socuincs sci a' compris cnlrc l< 
plus pclil cl le plus giaïul des premiers, cl pai' consé- 
(|ueiil peut être démoiiiré moindre ijue loule graiideur 
donnée. 

Ainsi , la^ilillérenee invariable^-s dcu\ \alenisde > 
correspondantes aux deux \aleurs déterinitiées de .<■, tloni 
la dillérence est â, est telle, ijue son rapport à d peutètre 
démontré plus petit t|ue totitc (piantité donnée; il est 
donc nul, et par conséquent serait constant pour toutes 
les valeurs de ,r comprises entre n et /> , et, par suite, m 
serait pas l'onction de .r. 

Donc, enlin, si ^ est l'onction de X, la limite ilu rap- 
port de raccroissnnent de ) à celui de ,r ne peut être <’ou- 
staminent nulle entre! eleux valeurs déteriuinées de.r. Il 
ne peut donc non plus être! constamment inlîni. et pat 
consé(]uent l’un ou l'autie de ces cas ne pourra arriver 
<|ue jHJUi' des valeurs particulières de .r, 

dette limite déterminée, «lont la valeur cliange. en gé- 
néral, avec .r pour la même fonction, est elle-même une 
fonction tie j', (|ue l'on appelle la Jonction (fcriW-r . on 
simplement la f/é/'A’ée de la première par rapport à ,i ; 
ou, encore, son corj/icic ni f//ÿé/'e/j^/c7 par rapport à .r. 
Aous lui donnerons aussi le nom de rapport difjcrcntivi 
de )' à X. 

111. Nous venons de démontrer tpie si la dérivée il imk' 
(piantité par rapport à . 1 ; est nulle quel (pie soit x, cette 
(piantité est nécessairement constante, ou, en d’autres 
termes, indépendante de .r. 11 suit de là (pie deux l’onc- 
tions de x (pii ont leur dérivée identique ne peuvent dillc- 
rer que d’une (jiianlitc avant pour din ivée zéro , et pai 
consiàjiienl iiulépemiaiite de.r. D'où résulte cet te propo 
sition importante : 

On coiinnltr{i la Jonction la plus licncralr inanl 
pour ilrrivcc une Jonction ilunncr, w I on iroiirc ntic 
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fonction particulière ij ai satisfasse à ccttc condition , et 
qu an lui ajoute une constante arbitraire. ' 

^iO. On a trouvé commode de représenter des limites des 
rapports par des rapports exacts , et 011 a donné le nom de 
différentielles des vai'^bles à des ejuantités pyant entre 
elles des rapports égaux aux limites des rapports des ac- 
croissements ou dillcrences de ces variables. Les difl'éren- 
lielles ne sont donc pas entièrement déterminées ; on peut 
prendre l’une d’elles arbitrairement: leurs rapports seuls 
sont déterminés. 

La diirércntiellc d’une fonction de x n’est donc autre 
chose (pic le produit de sa dérivée par rapport à x par. 
la dlUércntitdle de x; et c’est se proposer le même pro- 
blème, que de chercher la dérivée ou la dill'ércntielle 
d’une fonction d’une seule variable. 

21 . Nous ferons ici une remarque qui nous sera sou- 
vent utile. Soientx, y y z, u, e, etc., un nombre quel- 
conque de variables, dépendanti's d’une seule; a, byC^d, 
c, etc., leurs accroissements correspondants, supposés 
infiniment petits; a, o, y, d, e, etc., des quantités dont 
la première soit arbitraire, et toutes les autres choisies 
de manière que le rapport de deux consécutives quel- 
conques soit égal à la limitedu rapport des accroissements 
correspondants. Il s’ensuivra nécessairement que le rap- 
port de deux quelconques de ces quantités, non consécu- 
tives , sera égal h la limite du rapport des accroissements 

correspondants: ainsi par exemple ^ sera la limite de 

O h 

En ell'et, en passant par les intermédiaires entre e et y, 
on posera l’identité 

* c c H r 

h fl c. h 

Or le second membre a pour limite le produit des limites 
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(Je scs facteurs, c'csl-ànlire ou Le premier 

070 6 

membre devaiii avoir la môme limite, il 's’ensuit , comme 
nous l'avions avancé, que | est la limite de 


Notations diverses. 

,22. L’aecroissement d’une variable s'exprime au moyen 
de la caractéristique A que l’on place devant cette va- 
riable. La dill’érentielle s’exprime de môme par la earac- 
ténstique Ü. Ainsi Ar, Ay, Az, etc. , sont les dirt’ércnces 
des variables x, y, z\ et rfjr, r/y, r/z, etc., sont leurs dilfé- 
renticlles. 

La dérivée par rapport <à*x d’une fopetion désignée par 
F (x) ou par y pourra donc être exprimée par — ou 

C’est la notation de Leibnitz; et elle n’est autre 

r/.r . 

chose que lim — .ou lim , lorsque Ax tend vers 

zéro. Dans le système de notations de Lagrange, ou la re- 
présente par F’ (x) ouy ', en accentuant la fonction dont 
on veut exprimer la dérivée. 

Lorsque Ax est infiniment petit , c’est-à-dire tend vers 
zéro , on a 

a étant infiniment petit, puisque ^ a pour limite F'(x) ; 
il en résulte 

A/ = F '{x) \x -i- a SX. 

Donc Ay nè dillère de F' (x) Ax que d’une quantité infi- 
niment petite par rapport à Ay môme. Si donc on prend 
la quantité arbitraire dx égale à Ax, les deux quantités 
A> et dy ne dilVéreront que d'une quantité infîninient pe- 
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lile par rajiporl à rllcs-iiit‘mt.’s, cl poui ronl clic siihililiu-o 
l’iiiic à rautrc quaiul il iic s'agira que de liiiiitcs do rap- 
poris ou dc^soiuincs. Ainsi tij pourra cli'c pris pour la 
dilicrcncc iiifiniiucnt petite de y, correspondante à la 
dilltM'cnce inllnimont petiU; r/.r; et c’est de là qu'est venue 
la dénomination île (UjjùventwUe. 

I. 'équation précédente démontre que il) linit par être 
eonstamiuent de même signe que F' (x) A.r; doue Ay.el 
Ac sont de même signe quand F' (.r) «'si |)ositir, et de 
signes contraires quand F' (x) est négatif; d’où se déduit 
celle importante proposition : 

hw fonction Tarie dans le même sens que la va- 
riahle dont clic dépend , lorsque sa dérivée est positive, 
et en sens contraire quami sâ. dérivée est négative. 

La dérivée d'une fonction de x étant elle-même , en 
général, une fonction, on peut prendre sa dérivée, que 
l’on appelle la seconde dérivée de la première, et que l'on 
représente par J^" (,r). La dérivée de celte nouvelle fonc- 
tion est appelée la troisième dérivée du F (x) et se repré- 
sente par F"'(x); et généralement la dérivée sera 

désignée par F" {x). 

On nomme d^crcntialion l'opération qui a pour objet 
de trouver la dillérenlielle d'une fonction, cl dérivation 
celle qui a pour objet d’en trouv’er la dérivée : néaniuoins 
la jn'euiière expression s'emploie souvent pour désigm-r la 
secoude opération. Ces deux questions n’en font qu'une, 
eoiniuc nous l’avons dit précédcminent. 

« * 

Des fonctions simples, des fonctions .île fonctions 
et des fondions composées. 

2t. La manière dont une (piantilé peut dépend rc'dinu 
autre est susceplibli- diipie variété indélinie. l’arini toulc.- 
lcs formes possibles de fonctions, on en a clioisi un cer- 
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laiii nombre Irès-liiuilé, auxquelles on esl eomeiiu île 
chercher à ramener toutes les autres. Elles sont telles que, 
soit par les premières opérations fle l’arithmétique, soit 
au moyen de Tahltjs construites d’axance, on peut, avec 
un degré sulhsant d’approximation , obtenir leurs valeurs 
correspondantes à des valeurs numériques quelconques 
de la variable dont, elles dépendent. 

Ces fonctions, que l'on désigne sous le nom de Jonc- 
tions simples, sonl\e& suivantes, dans lesquelles «désigne 
une quantité indépendante de*la variable x ; 

a -f- ,r, a — x, ax, étant un nombre réel quel- 
conque), si nu:, cos U”, tang.r, cotx, sée x, coséex: 

et les fonctions inverses logx, arc sin x, arc cos x, are 
tangx, arc cotx, arc sécx, arc eoséex. 

Une fonction quelconque de x peut être soumise aux 
opérations qui constituent une nouvelle fonction ; O't 
alors une fonction d’une fonction de .r. En la considérant 
elle-mcme comme une variable, on peut encore la sou- 
mettre aux opérations qui constituent uiic nouvelle fonc- 
tion, et ainsi de suite. Les fonctions obtenues de cette 
manière se nomment , en général , des Jonctions tic Jotu'- 
lions. 

Lorsqu’une fonction dépend de plusieurs fonctions 
de X, on la nomme une fonction composée de x, et c’est 
le cas le plus général des fonctions explicites. 

23. Dans tous les cas, lorsquc^deux fonctions,, renfer- 
mant un nombre quelconque de variables dépendantes 
d’une seule, sont toujours égales, quelque valeur qu’on 
donne à cette variable, U est clair que leurs accroisse- 
ments correspondants sont toujours égaux, et que, par 
cotiséquent, leurs dérivées le sont aussi , ainsi que Icm-.s 
dillérentielles. 

D’où il résulte que, tptand une étpialioti a lieu pont 
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toute valeur de la variable indépendante , les dériyées 
ou les différentielles de ses ileux membres sont égales, 
quelque valeur que Voit donne à cette variable. 

Nous allons faire eonnaitre les princijws au moyen des- 
quels la détcrnùnation des dillerenlielles ou des dérivées 
de toutes ees fonctions se ramène à celle des dill'ércnti<.‘lles 
ou des dérivées des fonctions simples. 

Différentiation des fonctions de fonctions. 

26. Cousidérofls une fonction u de x, déterminée par 
la suite d’équations 

n = F(s), z=/(x), J^=?(.r), 

et cherchons sa dérivée par rapport à x, ou la limite du 

rapport dont les deux termes tendent vers zéro. Soient 

toujours 

du, Hz, dy, dx 

des quantités telles, que le rapport de deux consécutives 
soit la limite du rapport des accroissements correspon- 
dants 

IkU, Sz, \y, Xr. 

D’après ce que nous avons vu, dans le n" 21 , le rapport 
de deux quelconques des quantités dx, dj, etc., par . 
exemple et dx, sera la limite du rapport de leurs cor- 
respondantes An, Ax,^t par conséquent la dérivée de u 
par rapport à x. Or on a identiquement 


du du dz dr 

dx dz djr dx 

Donc la dérivée de u par rapport à x est le- prodiut 
des dérivées de u par rapport à z , de z par rapport à r . 
et de Y par rapport h .r 
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C’csl PII cela (jui: consiste le principe delà dilTémiiia- 
tion des fonctions de fonctions. Il a lieu cvideininent , 
(jucl ([UC soit le nombre des ‘fonctions accumulées; et il 
ramène à la simple dilférentiation de chacune de ces fonc- 
tions, considérée isolément. 


Dijférenlialion des fonctions inverses. 


27. Il est très-facile de dilfércnticr la fonction inverse 
d’une fonction que l'on sait diflcrcutier. Soit proposée la 
fonction F (x) dont rinverse est ç (x) ; cela signifie c[ue si 
l’on perse 

J = f’W. 

on aura 

X = ç(^). 


Ces deux équations sont les mêmes sous une forme dilfé- 
rente, et donneront les mêmes accroissements correspon- 
dants pour x ety. Soient cir, dy des ([uanlités ayant pour . 
rapport la limite du rapport des accroissements Ax, Ay; 
la dernière équation donnera 


TiJ- 


«U, / / , 

-7:. — f 


d’où 


c’est-à-dire 


± 

tlx 


f'(j') 


F'(x) = 


ÿ'(/) 


d’où il résulte que, pour avoir la dérivée d'une fonction 
F (x) inverse de la fonction f (x), il sulfira de prendre la 
réciproque de la dérivée f' (x) et d’y remplacer x par' la 
fonction proposéîc F (x). 
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pression de l necroissenienl infiniment petit d'nne 
fonrtinn de plusieurs vmi'ihles dépendantes ou indé- 
pendantes. 

. (Jonsidcrons iiiu- fonction ) qui (kq)cndi! de deux 
A'ariables n , i', et soit 

>■ = F ; U , 1'). 

Si l’on donne à u et i’ des accroissements infiniment petits 
A/t, Al’ dépendants ou indépendants rnn de l’autre, sui- 
vant ipie n et t* le seront eux-mènurs, l'accroissement cor- 
l'cspondant de a" sera 

A)-.= F(« H- Ah, I' -I- Al’) — F (i/j v) 

et pourra se mettre sous la forme . 

A,i-=F(« t- A«,i’) — F(«, i')-F F(« 4- Ah,i’ -i- Al’) — Fp<-t-AH,i’}. 

Les deux premiers termes peuvent s’écrire ainsi ; 

F(h -h Ah, 1’) — F (h, ■’) 

Ah 

Le coellicientde Au ne dillcre que d’une quantité iiilini- 
ment petite, de la dérivée de 1' (u, i') par rapport à n, 
1 ' étant considéré comme constant. Soit 1 '’i(h, e) cette di*- 
rivée, <(ue l’on appelle dérirée partielle de F (m, e) ou 
lie / par rapport à h; l’expression jvrécédente pourra se 
mettre sous la forme * 

f F,(h, e) 4- »]Ah, 

a désignant une quantité qui devient nulle avec Ah. 

I.a seconde partie peut se mettre sous la forme _ 

F^/ -f- Ah-, I’ •+- Al’) — F(h + Ah , ij 
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et le tic _^c ne tlid’m’ra tic la ilcrivcc de 

I' {u -h , c) par rapport à c consulcn- comme seule 
variable, (juc d’une quaulilé o qui devieudra nulle avec 
Al'. Soit F, {/t, f) la dérivée partielle de F (//, e) par raj>- 
port à e; on pourra donc mettre la seconde partie de rly 
sous la forme 

[F,(« 4- 4't, r) 4- fl] Af. 

Mais F, (h 4- Au, e) ne dillère de Fj(n, e) que d’une 
quantité qui doiendra nulle avei' A// ; rajoutant avec /3, 
et en désignant leur somme par a', la .seconde partie tie 
A) aura pour valeur 

{F,(«, r)4- a'] Ar; 

et par conséquent , l'u réunissant les deuv parties de Ai , 

A)- = [F, (h, p) 4- Ot] Am 4-[F,(m, p) 4 - a'] Ar. 

Or-aAn, étant inliniment pelit par rapport à la premièi'c 
partie, l’est par rapport à Aj- lui-meme; et il en est de 
nièine de a'Ae, soit que Au et Ae soient dépendants ou 
indépendants l'iin de 1 autre. Donc, en désignant par w 
une quantité infiniment petite pai- rapport à A)-, on aura 

A)' = F, [Il , p) A'< 4- Fj[h , p) Ar 4- w. 


On représente les dérivées partielles F, (u, e), F, (w, e) 

tl¥(u,i’) i/F(m,p] r/y rly . ^ 

par — , — -1 1 ou 4-) -f-: mais il laut bien se 

‘ r/u tlv lUt. rfy 


rappeler que eés deux fly sont diil'érents et représentent les 
ilill'érenticlles dej relatives à la variation d'une seule des 
ipian^ités u, e; on les nomme les dill'érentiellcs partielles 
de J par rapport à u ou à e. F.uler avait proposé d’écrire 

ainsi ces dérivées partielles : , (^) ' ® s«ppi'in>ti 

depuis, ces parenthèses, parce cpi’avecun peu d’attention , 
toute méprise est impossible. I.’éipiation précéilente .s’é- 
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« rira alors de celte manière: 

dy dr 

Xy = Au + - - iii> -f. w ; 
du dv 


et il est bon de se rappeler que u se compose d’abord 
d’une partie qui, divisée par Au. devient eucore nulle 
quand on y fait Au = o, et d’une autre partie qui , après 
avoir été divisée par Ae, contient des termes qui de- 
viennent nuis, les uns quand on y fait Au = o,- èt les 
autres quand on y fait Ae= o. 

Ou aurait des résultats analogues pour un nombre 
quelconque de variables U, r’, etc., soit entièrement indé- 
pendantes, soit dépendantes les unes des autres, ou d’au- 
tres variables quelconques. 


Différentiation des fonctions composées. 


29. Soient 


et 


X = f {". “■•••) 


■) sera alors une fonction composée, relativement à x. 

Pour avoir sa dérivée, on remarquera que, d’après ce 
qui précède, on a, en supposant les accroissements infi- 
niment petits, 


dr dr dy . 

Ay — — — Au -I — ~ Al’ -i — J- Aie . . . y- w, 
du de div . 

0 ) étant inünimcnl petit par rapport à Ay, ou à une autre 
quelconque des dillérenccs. « 

Divisant par Ax cl passant aux limites, on obtient 


dy dy du dy de 

dx du dx de dx 


dy dw 
dtf dx 


expression dans, laquelle il 


ne laiit ]>as oublier que 
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<ty dy dy 
-» 


, , , , , sonl les dérivées partielles de la fonction v . 
du dv aw ^ 

Si X entrait explicitement dans F(«, e, w. par 
exemple si u n’était autre chose que x, ^ deviendrait 


^ et serait la dérivée partielle de la fonction par rapport 


dy 


à.r; tandis que le du premier membre est la dérivée 


totale de la fouction dans laquelle on fait varici; toutes les 
quantités dépendantes de X. On ne se tnépreridra jamais 
sur le sens de ces notations :• c’était pour éviter toute 
crainte à ce sujet, qu’Euler avait proposé, comme nous 
l’avons dit, de mettre entre deux parenthèses les dérivées 
partielles; mais on a renoncé à celte précaution. 

L’équation ci-dessus donne, en multipliant les deux 
membres par dx^ 


, dy , dy , dy , 
dy = -j- -f- ^/p -f. -jL f/„. 4 - . . . , 

au dv dtv 

On peut donc énoncer ainsi principe de la difl’érentia- 
tion des fonctions composées : 

La (lijffi-rent icllc d’une fonolion conipasée est égale à 
la somme de ses différentielles partielles, rclatû’es à 
chacune des variables qui j entrent explicitement. 

Quant aux di/rérenti<’lles du , dv>, etc., de ces dernières, 
elles se rapportent toutes h la dillcr<’iitielleV/.«’ de la va- 
riable uni(jui;,dont elles dépendent. 

30. Théo rente des fonctions homogènes. — Ladillé- 
rentiation des fonctions composées donne la démonstra- 
tion d’un théorème remaiapiable sur les fonctions homo- 
gènes. On dit qu’une fonction de plusieurs variables est 
homogène et du degré m, lorstju’en multipliant chaque 
variable par une indéterminée t. la fonction se trouve 
multipliée |>ar T". 

3' édit. 3 
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(Ida posô, soient n= F(t, y, z...) une fpnc lion lionio- 
gèno du degré m, et f(x, z...) ses dé- 

rivées partielles par rapporta x,j, etc.^ on aura, d’après 
la définition précédente, 

(1) _ f/, rz. . .) = t”F(.r, y, 2). 

Difl’ércnlianl les deux incmbi'os.par rapport à la variable t 
seulement, il vient 


.).r-if\{tx,ty,ti. . . .= w/"-'F(j:, r, z); 

faisant t'= i dans relte identité, on aura la suivante ; 


(2) 


du 


du 


^Tx-^^d; 


du 

dz 


(Test en cela que consiste le théorème îles fonctions ho- 
mogènes. 

On peut remarquer que si , dans ridenlilé ( 1 ) , on sup- 
•|M)sp t = -? on obtient 




(x, .r , z...) z \ 

X" y ’ x’ X / 


Ainsi une fonclipn homogène de degré /«, divisée par la 
puissance rn d’une des variables, ne dépend plus que des 
rapports des autres variables à la première. 


Différentielle d'une somme , d un produit , ou d Un 
quotient. • 


31 . I.a règle précédente, appliquée à une somme de 
termes, montre que la dilVércntielle d’une pareille l'one- 
liou osl la somme des diÜérentiellcs de chacun de ses 
termes, ce (|ui était d'ailleurs évident de soi-même. 

Si l’on suppose maintenant = i/eiv..., la même règle 
donni;i a,en observant qn’en général ('/[AF(.t) |=Ar/F’(.r), 
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si A est un coeiücienl constant , 


ou 


riy = i‘iv . . . rfn me . . . rfi- . i> . . . tiif 


I du dv 
dy = Mi’ir ... I 1 

\ « V 



Soit encore J' = d’où = u. En prenant les difleren- 

tielles des deux membres, on aura 


ydv -f- vdy — du, 

d’où 

^ ^ du ydv du ndv 

V- V V I» * 


ce que l’on peut écrire ainsi ; 

^ vdu 


- udv 

î 


CninmcHl la différenlintion de toute fonction explicite 
se ramène à celle des fonctions simples. 

32. Considérons maintenant une fonction explicite 
quelconque de x : clic indique une suite d’opérations à 
elfectuér, dès que l’on aura choisi arbitrairement une va- 
leur numérique pour x. Celle de ces opérations qui doit 
se faire la dernière , et dont le résultat est la valeur de la 
fonction, porte soit sur une seule, soit sur deux quan- 
tités variables avec x-, dans ce dernier cas la dilférentielle 
de cette fonction se ramène, par le théorème des fonctions 
composées', au cas où une seule des deux quantités serait 
variable, et alors on n’a plus à considérer qu’une fonction 
• simple. Si donc on savait trouver les différentielles de 
toutes les fonctions simples , on saurait trouver celle de la 
fonction proposée, au moyen des diflérenlielles des quan- 

3. 
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liti's.sur Icsnuullcs doil s'cxécuUT la dernière opération. 
l,a question est doue ramenée à délerniincr ees dilVéren- 
tielles, qui sont celles de fonctions moins compliquées 
que la proposée, et (jui se ranièiieront semldablemciit à 
d’autres fonctions encore moins compliquées, jusqu’à ce 
que l’on par\icnne à des fonctions simples. 

•Tout SC réduit donc à la dill'érentkition de ces der- 
nières’, et c’est de quoi nous allons nous occuper présen- 
tement. 


Différeiilialioii des fdnriions siinjdes. 


33. Viffêrcrilielle de log ,r. — Soit = log x ; ce loga- 
rithme étant pris dans une base quelconque n, on aura 

Sr = log (.i- Aj) — log.r = log ^ I 4- , 

ef, par .suite, 

AV 

Xr Ar 


Posons — = « , et substituons dans le second membre, il 

r , 

% ient 

Ay log(l 4- a) _ I 


Sx 


; log{l 4- a)" 


Or on sait que (i 4- «)“ tend vers la base e du .système de 
Méper, lorsque a tend vers zéro (voir la note I à la fin). 

Donc la limite de — est 

Ax X 

Ou peut donc écrire 


'Il 

<{.T 



OU 



■r 
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Si l’on obsfi ve que log e = — ) 1 ilésignani les loga- 

rillimcs népériens, on pourra éeriiv 

* iLx dy I 

^ a: I (ï ’ <ix x\ a ' 

si rt = f, on aura^ = lo", 


. Hx tir t 
tly = — , -7- = -• 

X dx X 

Dans le cas où a = 10 , le module log e a pour valeur 
log 0^=0,4342945. 

34 . Différentielle de a '. — Soit maintenant la fonc- 
tion inverse >' = D'après la règle donnée en général 
pour les fonctions inverses, et dont on pourrait refaire 
la démonstration sur chaque cas particulier, on aura 


'Il 

dx 


y n ' 

loge “ loge 


=z a‘\( 


et, par suite. 


dy z= 11“^ \ adx. 


•On pourrait aus.si trouver directement la dillérentlelle de 
rt^, cl en déduire colle de la fonction inverse log.r. En 
i lfet, si l’on ay'= on aura 


<l’où 


\y a" 


AX X — ’ 
a.r Ax 


Tout se réduit donc à trouver la limite de - 


* 


Xr 


■5 OU, 


pour plus de commodité, de — • — 
Posons 

n ' — 1 =C, d’on d' 


1 X tendant vers zéro. 
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et , par suit»; , 

' d’uù il résulte 


X I n = I ( I -f- 6 ) ; 

e 


l.(. -t-Ç) 


1 a 


i(. 


ür 6 UMidaiit vers zéro, (i -i- 6)® a pour limitée'; doue 


lim — = \a, 


et , par eon.sé(|ueiit , 

<Y 


dx 


rt ' 1 r/ , et dj ^ a* { adx . 


di). Diffcrenlit'Ue rie x"‘. — Soit y = x"; ou aura , eu 
prenant les logarithmes des deux membres dans la basee, 

■ I y = «I 1 X i 


prenant maintenant les dilTérentielles des deux membres, 
il vient 


•jx 

r 


é • / I 

III — J il ou tly = — ax. • 

X . X 


Remplaçant par x”', on aura , quel que soit w, 

dy 

dy — mx”*~''dx, — 

dx • 


Si^ct X n’étaient pas positifs, les logarithmes seraient 
imaginaires; on évitera eetle difficulté en élevant au • 
carré les deux membres de l’équation y^rx", ce qui 
donne ' . 

et, prenant les logarithmes, 

I r ' = «/ 1 X 
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DilVérentiaiil lês deux membres, il vient 
. d. {y') _ d.(x’ ) 

r’ ’ 

et comme ou reconnaît facilement (jue l’on a 
rf . { = 2ydy, d.{x') = 2xdx , 
cette équalidu deviendra 

djr mdx 


3q 


et , par suite, 


dj 


dy — mx’'~' dx, et mx" ' 

' '• dx , 

comme dans le premier cas- 

Dans le cas particulier de m ==r- i , on trouve 

tir 


d.~ =- 

X X ■ 


Si m~ - , on a 
2 


d.^x = 


dx 

2^X 


36. On peut parvenir directement à la diflërentieire de 
X'". Si l’on suppose d’abord ni entier et positif, on aura , 
en désignant x"‘ ^ar j, 

m(m — I ) , . , ' . 

Sj- = A.r-1- - ^ + . 

divisant par Ax et passant à la limite, on obtient 
dy = TOx""' dx. 

Soit maintenant m = - , p et q étant entiers et po- 
sitifs , on aura 


yzxx"^, (l'ofi ylzxxl'i 
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Dinéreiitiaiil li;s dt-iix rm-iuhros , il vii-iit 


iD df = px r~' dx -, 

trou 

f . 

P P ' 

djr = dx z= — x' dx — dx. 

ny'^' n 

(x‘Uo formule étant vraie, quelque valeur, commeiisu- 
rable qu’ait m, est encore vraie lorsqu’il est incommen- 
surable. 

Soit enfin m= — ;i , n étant un nombre rjueleonque 
positif, on aura 


I . 

y = X"" — ; il ou yx" = i . 

X" . . 

nillcientiant les deux membres, il vient, en appliquant 
au premier membre la règle des fonctions eomposées, 


d'où 


x*' dy -y- nx’*~' ydx =r o; 
dy — — c= mx dx. 


Ainsi , quelque valeur qu’ait m , la dilférentielle de x™ 
est, comme nous l’avions déjà trouvée, mx"'~' dx. 

37. />#; rentie/les dcsinx, tangx, sccx. — Les lignes 
trigonométriqucs étant des fonctions de l’arc correspon- 
dant [voir, dans les applications géométriques, l’article 
sur la longueur des lignes courbes) , nous pouvons clier- 
clnïr l’expression de leurs diirérenlielles correspondantes 
à celle de l’arc. Dans tous ces calculs nous supposerons 
<[ue le rayon soit pris pour unité. 

Soit d’abord 

y = sina-, 

il en résultera 

, . . . Ax / i,x 

A) = sm(jT -1- A.c) = sinx = 2 siii — cos 1 .r H 

2 \ 2 
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d’où 


Au 


. Ax 
sin — 
7 . 

Ax 

2 


COS 




Or, lorstju’un arc tend vers zéro , le rapport du sinus à 
l’arc tend vers l’unité, ainsi que le rapport de la tangente 
à l’arc, ou du sinus à la tangente; donc 


. A* 
sin — 

O, 

lim = I : 

Ax 


la limite du second membre est donc cosx. 

On a donc 

V 

— = cos X ; 

At 

fljr — cos xilx , 

■ ^/.sinx = cosxdx. 

Soit maintenant J' = tangx; on aura 

tanex -h tancAx tangAx(i-f-tang’x) 

\y— — 5 2 — . — tang X = — : 1 — ’ 

I — tangxtangAx ” i — tangxtangAx 


on en déduit 
ou 


d’où 


A/ _ tangAx I + tang’x 
Âx Ax I — tangxtangAx' 


L't passant aux limites, 


-f- = I -t- tang’x = scc’x = — — i 
ftx ® cos’x 


n . par suite , 


ilx 

ily — d . tangx = 

“ cos'x 
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Ou arriverail au même résultat eu considérant tjue taiig.r 
égale et appliquant la règle pour dill'érentier les 

iVactions. 

Soit enlin > = sée j- = ; on aura, par la règle des 

cos X ‘ 

IVactions , 


,lY = - 


r/.cosx sinxr/.r 


cos’ X 


cos’x 


: tangx ^Kxtlx : 


ainsi d sécx = tangx seexdx. 

On y parviendra encore en observant que 


A) = 


cos (x -f- Ax) cos X 


et développant les calculs comme dans les cas précétients. 

.‘18. Différentielles île cosx, cotx, coséex. — Consi- 
dérons maintenant les mêmes fonctions du complément 


- — X de l’arc x. 
2 


Observons pour cela que l’on aura en général , en re- 
gardant ^ — X comme une fonction dex, et appliquant la 
règle des fonctions de fonctions, 


Ainsi, pour les trois fonctions cosx, cotx, cosécx, qui ne 
sont autres que 

il faudra prendre les dérivées des fonctions respectives 
sinx. tangx, sécx, y changer x en - — x, puis multiplier 
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par — dr. On trouvera ainsi 

• djc 

d.coix = — sin f/.cotx = : » 

sin’x 

d. coscc X = — cotx cosi’C xdx. 

39. Différentielles des fonctions trigonornétriques in- 
verses . — Nous avons vu que, pour obtenir la dériVœ 
d’une fonctronj' de x, il suffisait de diviser l'unité par la 
dérivée de la fonction inverse, dans laquelle on mettrait 
r pour variable. 

D’après cela, si l'on considère b« fonctions arc sinx, 
arc tang x, arc séc x, arc cos x, arc cot x, arc coséc x, qui 
ont respectivement pour inverses 

sinx, tangx, %vxx, rosx, cotx, coscc x, 


on trouvera ; 




|K>ur /xrarcsinx. 

dyx= 

dx 

dx 

cosx 

— x’ 

pour y = arc tangx, 

dy = 

cos’ ydx = 

dx 


|)Our y = arc seex, 

dy = 

dx 

ttx 

tangx SCC X 

— /■ ■' ’ 
X v'x ’ — I 

pour ) = arc cosx, 

dy = 

dx 

. dx 

sin^ 

\J \ X* 

|K)ur j = arcr<ttx, 

dy=. 

— xdy Z 

dx 

1 -4- X “ 

pour y = arc coseex. 

dy ~ 

dx 

dx 


cotxcosécx xy/x»- 


11 faut bien remarquer que les radicaux qui se sont intro- 
duits dans ces formules doivent être pris, tantôt avec le 
signe -f- , tantôt avec le signe — ; on reconnaîtra celui 
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«juc l’on doit prendre, en considérant la ligne trigoiio- 
iuélri(jue qui l’a introduit. 

Les trois dernières diirérenticlles sont égales aux trois 
premières, en faisant abstraetion des signes qui peuvent 
être semblables ou dissemblables ; et cela tient à ce que la 
somme ou la dill’ércnce des deux arcs correspondants est 
une constante. 

Lgs signes que nous avons donnés aux radicaux dans 
ces formules se rapportent au cas où l’arc est compris 

•n 

entre o et — • 

2 

Les diÜ’érentielles des fonctions trigonométriqties , ou 
fonctions circulaires , pourraient encore s'obtenir par des' 
considérations gcou\étriques fort simples, auxquelles nous 
ne nous arrêterons pas. 

40. Le tableau suivant renferme les dilVérentielles de 
toutes les fonctions simples, ^ious y représentons par la 
lettre caractéristique L les logarithmes dans une base 
quelconque, et par 1 ceux qui se rapportent à la base de 
iVéper. Dans les fonctions trigonoraétriqués inverses, les 


signes des radicaux supposent l’arc compris entre o et 

d.x" ^rut"~*dx 

d.tin X = C 06 xdx 

. _ <ix 

d arc Mil X — 

dx 

dx 

v/l-x* 

t/.Lxïr: Le — 

d.tanax = — j— 

X 

, COV X 

dx 

dx 

t/. Ix = 

<f.sécx= Ungxsèc xtir 

a. arc tannx = , 

" I x' 

X 

«f.cosx = — sin xdx 

a. arc seex = _ 

«/.«' == a' \adx 

dx 

d colx = r-7~ 

1 . x^/x>-. 

dx 

sur X 

..... ^ 


ti.cosécx = — colxcosécxrfx 

d «arc C 06 X _ ^ 

v^l — X* 

dx 

rf.arc cot X = ri- - — ^ . 



I -i-x* 
dx 


• 

d. arc coséc x = 

X)/x* — 1 


Il est bon d’observer que ces di lié rem ici les des fonc 
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lions simples (le ,r ne supposent nullement (jue x soit la 
variable imlépeiulante. KIlcscoiTespomlent bien à laclilUv 
rcutielle tlx-, mais celle-ci peut tlépemlre de celle d'une 
variable (juclconque dont x dépendrait, comme aussi elle 
peut être entièrement indépendante. Ainsi l’on aurait 

• 

dt[ F (x)] ^ = n [F (x)] (I . F (x) , 

rf.sin[F(x)] = cos[F(x)](/.F (x),.... 

C’est cette même considération qui nous a conduits à la 
difTérentiation des fonctions de fonctions. 

41 . Problème VH’erse de la différentiation. — Les for- 
mules précédentes permettent de résoudre dans quelques 
cas le problème inverse , qui consiste à remonter d’une 
dérivée ou d’une diirérentielle à la fonction qui l’a pro- 
duite. Il suffit de se rappeler que deux fonctions qui ont 
la même dillérentiellc ont pour différence une quantité 
dont la différentielle est nulle , et qui est , par conséquent , 
constante, c’est-à-dire indépendante des variables ([ue 
l’on considère. On reconnait ainsi que les fonctions les 
plus générales , ayant respectivement pour différentielles 
les expressions 

, dx ■ . dx — dx 

x’’rfx, — 1 nVx, cosxnx, smx(/x, ■» ' 

^ ■ V'' — V' — X’ 

sont, en désignant par C une quantité arbitraire indépen- 
dante dex, 

j-m-t-i „x 

hC, Ix-t-C, (-C, sini-t-C, cosx-(-C, 

w -(- I \n 

arcsinx-l-C, arc cosx -t- C, . . . ; . • 

cl plus généralement, X désignant une fonction quel- 
conque de .r, les fonctions les plus générales ayant pour 
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tliflërcnlielles lus expressions suivantes ; 

X"f/X, cosXf/X, sitiXr/X, 


d\ 

yr^x»’ y/r^^v’ 

sont les suivantes : 

-H C , IX Vt , -p“ C f sin X -H C , — cos X -f- C ^ 

m + I 1 17 

arc sin X -t- C, arc cos X •+- C, . . . . 

II est inutile de dire que si les diHërcnlielles étaient 
multipliées par un facteur constant, il suffirait de mul- 
tiplier par ce même facteur les fonctions corn-spon- 
dantes. 


Diffeieiitielles des fonctions imi>licites. 

42. Si par fonction implicite l’on entendait toute fonc- 
tion dont la forme n’est point donnée explicitement , mais 
qui est déterminée complètement par les données de la 
question, on se jetterait dans une trop grande généralité, 
et il ne serait pas possible de donner des règles, générales 
pour leur dillërentiation. ÎVous renfermerons seulement 
sous cette dénoniinatiou les fonctions qui sonT liées aux 
variables dont elles dépendent, par des équations dont les 
«leux membres sont des fonctions explicites de toutes ces 
(juantités. 

Nous considérerons d’alwrd le cas où l’on a une seule 
équation ; ce cas se subdivise en deux autres, suivant que 
la fonction dépend d’une seule ou de plusieurs variables 
indépendantes. 

Soit d alwrd la fonction j détermina par l'cVjiiation 
K ■a-, r) =: ü. 
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Les dérivées, par rapport à x, des deux meiiibres de cette 
é((uation, devant être ideiiliipies, et y étant une fonction 
déterminée, quoique inconnue dex, nous aurons, d’après 
la règle des fonctions composées , 


'Il 

<lx 


i/F dy _ 
dPdx~°' 


■ dF , rfF , 

ou — d.c H — — dy — O, 
dx dy 


équation qui détermine la dérivée ou la dilférentielle 
de J , puisque l’on peut former les dérivées partiidles 
c/F c/F 

-p-» — delà fonction explicite F’ (xj i). On aura ainsi 
dx ily ‘ X •! . / 


Iz 

dx 


d¥ 

dx 

ÏÏ’ 

dy 


II 

d’oii djr — — dx. 

dy 


Ces valeurs de la dilférentielle et de la dérivée de > 
sont exprimées au moyen de x et > «à la fois; elles ne 
|)ouvcnt l’ètre au moyen de xseul, que quand on peut 
résoudre l'équation r'(x, >) = o par rapport à y; mais 
néanmoins ces formules ne laissent pas que d’ètre d’une 
grande utilité dans le cas même où cette résolution est 
im|K)ssible. 

-i.’!. Considérons mainteiiaiU ni — i équations entre ni 
variables; ce qui détermine //t — i d'entre elles en fonc- 
tion de la ni’'"'', (|ui .sera la seule variable indépendante. 
■Soient 

F {x, y, Z,. . .)= S, 

„ F,(.r, 2 ,. . .) = o, 


I* « I (■E-'t .r, 2 , . . . ) O , 
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oii trouvera, en tUnereiuiaiU tonies ces énuatious, 


z/F 

,/F , 
-J- tty 

dr 

,/F , 

+ ... = o. 


'/F, , 

7Ï7''" 

+ -T-^r 

Æ<iz 

• dz 

-F. . .= O, 



— «X -h — lljr H ; (IZ 


llx 


<lr 


llz 


De ces m — t étjualions du premier degré par rapport 
à (ly, dz ,etc. J on tirera en général la valeur de ces m — i 
inconnues en fonction de x, z,... et dx\ ce qui était 
l’objet de la (juestion. Si , pour certaines valeurs particu- 
lières de X, J', Z, etc., tous les coetficients d’une de ces 
équations devenaient nuis, on la dillcrentierait une ou 
plusieurs fois jusqu’à ce que les coeflieicuts ne devinssent 
j)lus niils. Les inconnues n’entreraient plus linéairement 
<lans cette équation, mais elles n’en seraient pas moins 
déterminées-, seulement il y aurait plusieurs systèmes de 
solutions. 


Expression reinnrqunble du ropporl des (laroisscments 
finis de deux Jonctions d'iinc même varin/de. 

44. Soient ileux fonctions quelconques, 

clXo, X deux valeurs arbitraires de x, X surpassant Xo 
d’une quantité linie positive /t. Il s’agit de trouver, au 
moyeu des dérivées de ces fonctions, une expression du 
rapport 

F(x.-t-à)-F(x,) F(X)-F(x,) 

/(x. + A) — /(x„) /^X> — /(X.)’ 

en supposant que la fonction J (x) soit toujours crois- 
sante ou toujours décroissante; ou, en d’autres termes, 
qiu! sa dérivée soit constaimneni de même signe, pour 
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toutes les valeurs de x comprises entre Xo et X. Admet- 
tons, pour fixer les idées, que f'(x) soit eonstamiuent 
positive entre ces limites ; et soient A , B la plus grande et 
la plus petite valeur que prend entre ces mêmes limites le 
F'(x) 

rapport ■ , ; on aura constamment 

* W 


F'W 

/'W 


<A, 


F'W 

/'W 


>n. 


Multipliant par f(x) qui est positif, on aura les deux 
inégalités suivantes, qu’il faudrait changer de sens si 
f'{x) était négatif : 

F'(x)-A/'(x)<o, F'(x)-Uy'(x)>o. 

Le premier membre de la première est la dérivée de 
F (x') — Kj\x), et par conséquent celte fonction est con- 
stamment décroissante depuis .l'o jus(ju’à X, puisque sa 
dérivée est constamment négative dans cet intervalle. On 
aura donc 


d’où 


F(X)-A/(X)<F(x.) 
F(X) — F(x, 


• A/(x.) , 


/(X)-/W 


<A. 


La seconde inégalité conduit de même à 


F{X) — F(x.). 
/(X) -/(x4 ■ 


B. 


continu entre x„ et X, ce 


O. . . F'{x) 

Si donc le rapport est co 

qui arrivera évidemment, par exemple, si F' (.r) et J~'(x) 
le sont séparément, il existera une certaine valeur de u- 
intermédiaire entre Xo et X , telle que ce rapport devien-* 
a* r'dit. f 
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(Ira égal à 


-F(x.) 


/(X) />)’ compris onln; la .plus 

F'(.r) 

grande el la plus petite valeur que prcud^,-^-^- Si l’on dé- 
signe cette valeur de x intermédiaire par .i‘o -h 9h , 0 ayant 
une valeur comprise entre o et -f- i , on parviendra à la 
ibrmule suivante, dont nous ferons de nombreuses apjdi- 
eations : 


F (x, -f- /< ) — F (j-. ) _ F'(.r, -t- O/i) 
/{■r, -I- /< ) — /f-r.) “ /' (jT. -I- 'i/t) 


Si l'on avait supposé J ' {x) constamment négatif, les 
inégalités n’auraient fait que changer de sens , et n’en au- 
raient pas moins conduit à cette même formule. 11 fau- 
dra bien se rappeler, dans les applications de cette for- 
mule, qu’elle suppose que J'{x) soit constamment de 


/ 1 . F'W 

meme signe entre x» et .r» -t- « , et que Iç* rapport . ' 

passe par toutes les valeurs comprises entre sa plus grande 
t!t sa plus petite, ({uaïul ,r passe par toutes les valeurs 
comprises entre Xo et x„ -t- /i. 

•43. Nous allons déduire de l’équation ( i ) ijuclqucs pro- 
|K)sitiuns qui nous seront fort utiles par la suite. 

Si l’on avait pour une valeur particulière .l’o de la va- 
riable, F(.ro) = o,_/'(xo) = O, la formule (i) deviendrait, 
en posant Ô/i = /i , , /t, étant moindre que h , 


F(j-, -f- /i) F'(x, ■+■ A,) 

f{x‘, + A) ~~ /'(.r,-)- /i.) 

Si l’on avait, en outre, F'(xo) =o,y'(.ro) = o, on au- 
rait semblablement 


r(x.+ A,) F"fx, + /i,) 
f[r. + A,) - f'(x, + A,Ÿ 
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H, fiant moindre que «, , et en supposant que ' jiassu 

par toutes Ii» valeurs entre sa plus grande et sa plus pe- 
tite; et, par suite, 

F (j. -H h) _ F"(-r.-HAQ - ' 

y(.rg-t-//) -H //>) 

En continuant ainsi, on -verra que si l’on a les conditions 

F(j:,) = o, F'(j-,) = o,..., F—'(x) =o, 

/(jr.) = o , J' (.r.) = O , . . . , (.r.) =' o , ^ 

et que les rapports des dérivées de nicme ordre,* jusqu’à • 
l’ordre n inclusivement, passent par toutes les valeurs 
entre leur plus grande el leur plus petite, ce qui aura 
lieu s'ils sont continus, on oiira 




F {x, -I- A) F"(x, J- 9/i) 

f(x, +■ h) ~/"{x, + 9/()’ 


0 désignant une quantité positive moindre que l'unité. Si 
toutes les conditions précédentes étaient satisfaites, ev- 
cepté F (xo) =»o, on aurait .. ' ■ 


(3) 


F (j, + h) — F (j.) F"(jr, -t-9A) 

/(x, V h) /" (x, +• 9A) 


■46. Comme application de cette dernière formule, 
supposons que l’on ait 

/(.c) = (x — X,)", 

et que la fonction 1'’ (.r) ait toutes ses dérivées continues 
jusqu’à F" (x) inclusivement, entre .r» et Xo 4- A: les 
conditions /'(xo) -=o, f (x») = o, . . .,/"~''(.r<,) = o se- 
i-ont évidemment satisfaites; et , en supposant toujours qm^ 
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l’on ait 


roL'is d’akaltsk. 


F'(x.)=o,..., F'-‘(x.) = o, 


l’cquation (3) devient 


F(x, + ^)-F(x.) _ F^tf? ±ü) . 

h » 1.2.3.. 


d'où 


(4) F (X. + /.) - F(x.) = — 3 — F"(x. + 0/,). 


On voit que si raccroissement h de x tendait vers zéro, 
et que F"(x«) fût fini, raccroissement de F (x) serait infi- 
niment petit de l’ordre n par rapport à celui de x, pour 
la valeur particulière Xo. 

Si l’on a , en outre , F (x») = o , la formule précédente 
devient 

(5) F {x. 4 - A) = F"(x, 4- OA). 

Si Xo est zéro, cette équation se change en la suivante ; 


F (A) = 


A" 


I .2. . ./I 


F»(0A), . 


et , changeant l’indéterminée h en x, 

x" 


( 6 ) 


F(x): 


F"(0x), 


1 . 2 . . .n 

en admettant les conditions 

F(o) = o, F'(o) = o,..., F”-'(o) = o. 
On peut remarquer qu’on aurait semblablement 
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et que par conséquent, dans ce cas, F (x) est injiniment 
petit par rapport à F' (x) .■ 

Si l’on n’avait pas F (x,) = o , on obtiendrait,' au lieu 
de l'équation (6), * . . 

(,) F(x)-F(o) = ^-^F-(9x). 


4-7, Nous déduirons de ce qui précède un corollaire 
très-simple, et qui nous servira par la suite. 11 consiste 

• F(-^) J ^ A 

en ce que si tend vers zéro en meme temps que x , 
et que F(x), F'(x),..., F“(x) soient continues entre o- 
et X, la fraction pourra se mettre sous la forme 


F"(9x) 


I 2.../I 

l’on doit avoir 


En effet , il résulte d’abord dé l’hypothèse , que 


F(o) = o, F'(o)=o,..., F"-'(o) = o; 

F fx) 

car sans cela serait infini , pour x = o. On peut donc 

appliquer ici la formule (6), et l’on voit, par conséquent, 

que si devient nul pour x = o , on aura 

F(x) _ F»(9x) . 

x" I . 2 . . 

48. L’équation (4) , dans laquelle on suppose n i , 
devient, eu remplaçant par x la quantité arbitraire Xo, 

(8) ■ F (x /i) — F (x) = AF' (x + 9A). 

Elle conduit immédiatement à une conséquence déj.i 
obtenue précédemment, savoir : qu’/'Z n’y a tjuiinc ex- 
pression indépendante de x, dont la dérù'ce par rapport 
à X soit nulle quel que soit x. 
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En soit une fonction telle, <jue pour toute 

valeur de a: on ait F^( r) = o; l’équation désignée montre 
que, quels que soient x et x -h fi , on aura 

F(x) — F{x + /i) = O , 

puisque F' (x -f- 6h) est nul par hypothèse. Donc 
F (x) = F (x -t- fl), et par conséquent la fonction F (x) a 
toujours la même valeur, quelle que soit la valeur de la 
variable; elle est donc constante relativement à x, ou, en 
d’autres termes, elle ne dépend pas de x. 

De Là résulte cette conséquence, que deux fonctions 
rjni ont la même dérivée par rapport à une même va- 
riable', ne peuvent déférer que par une constante , c’est- 
à-dire par une quantité indépendante de cette variable. 
En efl'ct, la dérivée de la diü'ércncc de ces deux fonctions , 
étant la dillérence de leurs dérivées, est nulle d' elle-même, 
d’après l'hypothèse ; donc cette dillérence est une con- 
stante, comme il fallait le démontrer. 

49. ^lous terminerons par cette proposition très-impor- 
tante , que si F (x,j) est égal à zéro quel que soit .r, quand 
ou doUnc à y une certaine valeur particulière a , toutes les 
dérivées de F (x, y) par rapport à x deviendront aussi 
null&s, quand on y fera y = a. 

En elfet, pour toute valeur de x et de h, on aura, ei» 
vertu de l’équation (8), 

(9) -t- r) — f x) = r). 

la dérivée étant prist; par rapport à x. 

Or les deux termes du premier membre deviennent 
nuis pour y = a;‘donc F' (x Bit , a) = o. 

Et comme .r et h sont arbitraires , on peut aflfirmcr que 
x-^-Bli peut prendre toutes les valeurs possibles, bien 
(ju on ne connaisse pas la valeur de 0 : car x -h Bit est 
toujours compris entre . 1 ' et X -I- /i , et l’on peut faire c|i 
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soi'U; (jnex cl a' -t- U conipreniicnt toujours eutri; eux uni: 
valeur arbitraire x' et s’en rapprochent indéfiniment; 
d’où il suit que x+Oh peut s’approclierindéfinimentdex', 
et que , par eonséqucut, t"' (x, a) est nul quel que soit x. 

De là on déduira semblablement que V" (x, a) est nulle 
quel que soit x, et qu’il en est de même en général de 
I’"(x, a). 

î)ü. 11 est encore utile de remarquer que si h tend vers 
zéro , et y vers a , le second membre de l’équation (y) sera 
infiniment petit par rapport à h, puisque F' (x + 6h,j) 
tendra vers zéro ; donc la rlijji'rence infiniment petite re- 
lative ti X, d’une fonction F (x, ) ) qui est infiniment 
petite, quel que soit x, est infiniment petite par rap- 
port à l’accroissement correspondant de x. 

i)iffércntielles et différences d'nn ordre (jiielcunqne de 
, fonctions d'iine seule variable. 

ol . La difl'érentielle dy d’une fonction y' de x, étant 
elle-même une fonction de x, aura aussi sa différentielle; 
et ce sera une quantité dont le rapport à la différentielle 
de X sera égal à la limite du rapport de raceroissement 
infiniment petit de dj à l’accroissement correspondant 
dex. Pour jdusde simplicité, on prendra pour la différen- 
tielle de X, dans cette nouielle diflérciiliation , la même 
valeur que dans la première; et, en général, on lui con- 
servera toujours la même valeur pour toutes les diflércu- 
liations que l'on aura à effectuer; c’est ce que l’on appelle 
pi-endi-e dx constant. iSous représenterons la difléren- 
tielle de tly par ddy ou d'j, et nous l-’appellerons la 
diflcrentielle seconde de > [>ar rappoi t à x. De même d’y 
aura une différentielle que l’on désignera par d’y, et qui 
s appellera la différeutielb’ troisième de ) ; et ainsi de 
suite. . ’ , 
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11 faut bleu sc garder de confondre ces indices dediÜTé- 
rcntialion avec des exposants de puissance. Les puis- 
sances successives d’une dilférentielle dy s’écriraient de 
la manière suivante ; 


'<r> ■ ■ ydj'- 

Rien n’est plus facile que d’exprimer les diiréreiuielles 
successives de la fonction F (x) désignée par y, au moyen 
d«ï ses dérivées. 

En elfet, on a d’abord 


dy = ¥'(x)dx. 

Or la dilférentielle de F'(x)cir sera le produit de dx 
par sa déiivée par rapport à x, laquelle est F''(x)rir, 
puisque dx est indépendante de x. On aura donc 

d^y = ¥"{x)dx\ 

On aura de nu'mie 


et généralement 
ou 


d'y ~ 
d"y =r 


a "y 
dx" 


Fi»i(x); 


de sorte que les dérivées successiyes d’une fonction de x 
peuvent être considérées comme les rapports des dilféren- 
tiellcs de même ordre de celtc’fouction aux puissances du 
même degré de dx. 

52. Les dill’érenticlles successives d’une fonction ont 
avec les différences de cette fonction des rapports qu’il est 
essentiel de connaître. 

La dilférence de la fonction j étant elle-même une 
fonction de x, a aussi une différence; il en est de mémo 
de ecllc-ci, et ainsi de suite indéfiniment. Pour former 
ces dilféreiiees siiecessivcs de la fonction on siipposo 
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quo l’on donne constamment à x le même accroissement 
Ax, et on les désigne de la manière suivante : 


Les puissances de Aj seraient désignées comme il suit : 

Ar. Ar’, A/’,...,Ar". 

Or la proposition que nous allons démontrer consiste en 

s y y 

ce que l’on a généralement , lim 
En effet, on a d’abord 




= F.'(x) + 


", 


b) devenant nul quel que soit x, quand on fait Ax =o. 
Prenons maintenant les accroissements que subiront ces 
deux membres lorsque l’on augmentera encore x de Ajr, et 

divisons-les par A.r; le premier donnera Quant au 


second, il suffira de prendre sa dérivée par rapport à x 
et d’y ajouter une quantité qui soit infiniment petite en 
même temps que Ax. Mais co devenant nul avec Ar, 
quel que soit x, sa dérivée deviendra- nulle en même 
temps, et par conséquent le second membre dillère de 
F"(o') d’une quantité qui devient nulle avec Ax. En la 
désignant par b), , nous aurons 


A’r 

Ax’ 




en prenant encore les aeeroissements des deux membres 
de cette identité, relatifs à un nouvel accroissement Ax, 
et les divisant par Ax, on obtiendrait semblablement 
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A.C 


-= H- U, 


w,_i (îcvciiant nul avec Aj'. 

üii a iloiif, un passant aux limites, 

liin K" 'j'i — 

Ax"~ * ~ tU"' 

comme uous l’avions annoncé. 

Il suit de I.à que si l’on fait tendre A.r vers zéro, en 

A" V 

prenant Ar, le rapport aura pour limite l'u- 
nité, et la différentielle de l'ordre n d'une fonction quel- 
conque de X pourra elre prise pour la différence du 
même ordre de cette fonction en négligeant une quan- 
tité infiniment petite par rapport à cette différence . 

Cette proposition est très-importante, en ce qu’elle 
permet de substituer les dilférentielles d’ordre quelconque 
aux dill'érences inüninient petites de mènui ordre, dont 
l'expre.ssion serait beaucouj) plus compliquée, et il n’cii 
peut résulter aucune erreur dans b» calculs où l'on ne 
considère que les limites des rapports ou des sommes. 

r>3. Remarque. — Lorsque plusieurs fonctions, que 
l’on a .à considérer dans une même question , dépendent 
toutes d’une seule variable .X', les dilférenees premières 
inliniment petites sont toutc's déterminées par Ar, ou . 
par une quiJconque d’entre elles; ainsi Ay désignera 
partout le même accroissement, soit qu’on le détermine 
d’après A: ou d’après la valeur cori-espoudante de A.r, 
en supposant toujours que la valeur de x soit la même. 
Mais le A’y n’aura pas la même valeur quand il expri- 
mera la (lilfcrencc de j par rapport à x ou par rapport 
à Z. r.n ell’et, dans le premier cas il faut considérer les 
trois valeurs de j correspondantes à .r, ,r-t-A,r, x -)-aAr; 
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prendre Ja dilleronce de la deuxième à la première, et de 
la troisième à la deuxième, puis la diflërence de ces deux 
dillèrences. Dans le second cas, il faudra considérer les 
trois valeurs de y qui corraspondeut à z, z-|-As, z-t-aAs, 
et agir de la même manière sur elles. Or les deux, pre- 
mières sont les mêmes dans les deux cas; mais la troi- 
sième est dilTérente parce, que à j:-t- aAx ne correspond 
pas Z -f- aAz ; il s’eu faut d’une quantité iiiliiiiincut pe- 
tite par rapport à Az , et <pie l’on ii’a pas le droit de ué- 
gligcu- par rapport aux dilférences du second ordre. 

11 est donc nécessaire de distinguer avec soin les diffé- 
rences désignécs_ par A’j , dans les questions où l’on ue 
prendrait pas toujours la même variable indépendante. Il 
en serait de même des ordres supérieurs. 

o4. Si l’on considère en particulier les fonctions 

x", logx, sinx, cosx, 


on trouvera ■ 


f/"x* = ni («I — i). . .{ni — n-h i)x"“"f/x". 

ù"logx = ± i 

(Ix** 

1 . 2 . 3 . . . (/> — I ) log e — » 

fl"a^ = fl-' 1 

" dllx". 

<l" sinx =r sin j 

^xH-/;î^r/x-, . , 

rf'cosx = cos 

-H 'ir"; 


et il est bon de se rappeler que le second ineiubrt! donne 
la valeur de la différence infiniment petite de l'ordre w , 

.à une (piantité près, infiniment petite par rapport à celte • 
différence. ' 
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Différentielles, dérivées, et différences partielles des 
divers ordres, des fonctions de plusieurs variables 
indépendantes. Différences et différentielles totales. 

lis. Une fonction de deux variables indépendantes, x 
et r, peut être dillércntiée successi\emciit par rapport à 
cliaeune d’elles partiellement , et l’on peut supposer que 
ces diH’ércntiations soient en nombre quelconque cl se 
succî-dertt d’une manière quelconque. Le nombre de ces 
did'érentiations constitue ïo/dre de la dill’érentielle, de la 
dill’ércnce ou de la dérivée. 11 n’y a rien de nouveau à 
dire sur leur formation , puisque l’on n’a à considérer à 
chaque opération qu'une seule variable indépendante. 
Les dérivées partielles d’ordre quelcon<juc s’exprimeront 
au moyen des différentielles correspondantes d’une ma- 
nière entièrement semblable à celle que nous avons trou- 
vée pour les fonctions d’une seule variable. Elles ont aussi 
les memes rapports avec les différences partielles corres- 
pondantes-, cl la reproduction identique des raisonne- 
ments déjà faits dans le cas où l’on considère toujours la 
même variable, conduit immédiatement à ces con.sé- 
quences. ^ous ne croyons cependant pas inutile de don- 
ner quelques développements à ce sujet. 

Désignons généralement par J') le résultat 

de m dérivations partielles effectuées par rapport à x sur 
la fonction = F (x,y), suivies de n dérivations partielles 
du résultat par rapport à^-; le.squellcs seront elles-mêmes 
suivies de p dérivations par rapport à x, et ainsi de suite. 
Désignons de même par "u le résultat obtenu 

en prenant d’abord la différentielle partielle de l’ordre ni 
(le U par rapport à .r, puis la différentielle partielle de 
l’oidrc n par rapport à y de l’exprc-ssion obtenue, et ainsi 
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(1«! suite. El enfin représentons par le résultat 

obtenu en prenant d’une manière analogùe les dlllérences 
au lieu des diirérenlielles. *Cela posé, on aura d’abord , 
d’après ce que l’on a vu en traitant les fonctions d’une • 
seule variable , et faisant usage des notations que nous 
venons d’inditjuer, 

a 

Considérant maintenant y comme la seule variable, et 
prenant la différentielle n"'"" des deux membres , on aura , 
de la même manière , 

fll+H W+/I 


prenant maintenant la difl'érentiellc partielle d’ordre p 
par rapport à x, et eontinuant ainsi indéfiniment, on 
obtiendra 


ou 


d 


X./.J... 


i.r.x... 


[x, y)dx” dr" dxP.,., 


d 


S, y. x»« » 


U 


dx^dy'*dxP.,, 


T.f.l... 



Les dérivées partielles s’expriment donc au moyeu des 
dilfércntielles partielles correspondantes d’une manière 
analogue à celle qui se rapporte aux fonctions d’une seule 
variable. 

5(5. Il y a encore évidemment le même rapport entre 
ces dérivées et ces différences partielles correspondantes. 
En effet , on aura d’abord , d’après ce qui a été démontré 
pour les fonctions d’une seule variable. 


m 
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<i) duvciiaiit mil un munie lemps ijiie A.r. Pn-umis main- 
tenant la dillerepce des deux membres par rapport 
à et divisons-la par A^"; il faudra, par les mêmes rai- 
sons, prendre la dérivi'-c partielle//""' du second membre 
’ par rapport à y et y ajouter une quantité qui devienne 
nulle avec Ay. Si, de plus, on observe’quo ra devenant nul 
avec Ax, il en est de même de sa dérivée //""', on en con- 
clura l’égalité suivante : 


J. r « > 

- ~ — = F (x, r) -h 

Ax-Ar* ...r V ’ ^ 


rü, devenant nul quand on suppose que Ax et Ay le de- 
viennent tous les deux. 

Prenant actuellement la dillérence d’ordre p des deux 
membres par rapport à x, la divisant par Ax'’, et con- 
tinuant ainsi indéfiniment, on obtiendra la formule gé- 
nérale 


A U 

*»T, 






e devenant nul quand Ax et Av le devienneul tous les 
deux. • 

D’où l’on eonelut eiitin, comme pour les fonctions 
d'une seule variable. 


liin 


A U 



Ar"A_;- "Âj.>... 


F,.,.,.... (•*■. r) 


d H 

‘•"J. 

dx’“dY"d.cf ... 


et il en serait de même pour un nombre quelconque! de 
Variables indépendantes. 

Les notations que nous vi'iions d eniplover peuvent être 
simplifiées au moyen d’une j/roposition fondamenlale que 
nous allons démontrer. • 

o7. De l'orflrc dans lequel se succèdent les différen- 
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tiations. — Si I on prend les dillërences successives d'une 
fotielion par rapport aux diverses variables iiidéjK'ndantes 
qu’elle reiifcriue , ou arrivera toujours au même résultat, 
dans quelque ordre qu’on elli'ctue ees o|)érationSj pourvu 
(ju’ou ne cliaiigc jtas le nombre de eelles qui doivent être 
faites respectivement par rapport à chaque variable. 

Soient, en elb't, x et j deux des \ariables dont dépend 
une fonction u. 

Si l'on ebange d'abord x en x -+■ Ar, u devient 

Il -h S^ii; 

si dans celle expression ou change j en j‘-f- Aj , elle 
devient 

Il -(- + Hl^ii, 

et l'on a ahisi re que devient u quand .r et j' sont changés 
en X -f- A.r, y 4- Aj . 

Or, en faisant les substitutions en sens inverse, on aura 
u -f“ A^ u 4- A, « 4~ J w , 

«ICC résultat doit être identique au précédent, puisqu’il 
exprime toujours la fonction « dans laquelle .r et y sont 
rhangés en x 4- Ar, y + ^y. 

Doue on a idcntitpicineut 

a’ h zzz a’ yt. 

j.r ■" 

Si maintenant on divise les deux membres par A.r,Ar et 
qu’on passif aux limit<‘s, en faisant tendre Ar et Ay vers 
zéro, on en conclura , par ce ([ui précèilc, 

r) = F' J.r, ,r\ 


et par^coiisetjuenl 




Si l’on prend successivement un nombre quelconque 
<le dill’érences, de diH’érenticlles, ou de dérivées partielles. 
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il est (iicile de voir tjue l'ordre dans lecjuel on les jn endra 
est complètement iiidiirérent. En ellct, deux de ces opé- 
rations successives pouvant être changées d’oixlrc, on 
{jourra f^iire arriver au premier rang ‘celle tjue l’on vou- 
dra, en la faisant avancer successivement d’un rang vers 
le commencement; on amènera ensuite au second rang , 
celle que l’on voudra des autres, et enfin 6n les placera 
toutes dans un ordre quelconque, sans que le résultat 
cesse d’ètrc identiquement le même. 

D’après cela, on pourra supposer que toutes les dilfé- 
rentiations par rapport à la même variable soient faites 
consécutivement , et les notations précédentes seront sim- 
plifiées, en «ce qu’elles ne renfermeront qu’une s<!ulc 
indication pour chaque variable: et c’est ce que nous 
ferons dorénavant. 

Ou simplifie encore l’expression des dérivées partielles 

en écrivant fi'*® expo- 

' sants de <Jx et de dj suffisent pour indiquer le nombre 
des différentiations elfectuécs par rapport à chacune des 
variables .r cly. 

Mais si , pour avoir la différentielle partielle correspon- 
dante, on faisait la multiplication par dx^dy" en suppri- 
mant le dénominateur, on obtiendrait expression 

qui ne renfermerait plus aucune trace des différentiations 
effectuées. On est dontT obligé, pour que la notation ait 
un sens déterminé, de conserver le dénominateur, et 
d’écrire ainsi cette dilférentielle 


dx^dy" 


dx^dy". 


F.lle serait représentée l>eaucoup plus simplement par la 
notation, dtqà employée, d’'^’'i( 
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Le système de notation de I^agrange s’applique aux 
fonctions do plusieurs variables; mais nous n’en parle- 
rons pas, vu que les géomètres n’en font pas usage. La 
notation de Leibnitz a prévalu, parce qu’elle a surtout 
le grand avantage de mettre en évidence les dill'ércnces 
infiniment petites, dont la considération est si utile dans 
Voûtes les recherches qui*dépendent des matbéraaliques. 


Dijférentielles totales des fonctions de variables 
indépendantes. 


58. Soit = F(x, /) , X et y étant indépendantes-, 
nous avons vu précédénimeul que l’on avait 


tlu du 

A« = — Aj: -t- — A/ 4- w , 
djc dy 


ù> étant infiniment petit par rapport à Ax, ^y, A« , quand 
A f et ^y tendent vers zéro. 

La somme des deux premiers termes jouit donc’, par 
rapport à raccroissement total Am, de cette propriété re- 
marquable, d’ètre égale à la dilléreuce elle-même, à une 
quantité près infiniment petite par rapport à eette dillé- 
renee. D’après cela, l’analogie nous conduit à donner le 
nom de différentielle totale de u à l'expression suivante : 


du 

dx 


I I 

dx -+- — dy, 
dy 


dx et dy étant des quantités indéterminées et indépen- 
dantes que nous nommerons les différentielles de x et y. 
Elle jouit de la propriété que , lorsque dx et dy scroul 
considérés comme les accroissements iiiGuimcnt petits 
donnés à x et/, <-lle pourra être prise pour l’aeeroisse- 
ment total de H, en négligeant une quantité infiniment 
petite par rapport à cet accroissement; et, par conséquent. 
édit. . 5 
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on peut (lire oiirore, conimo clans le cas d’une seule va- 
riable indc-pendantc, cpic les diirérciuielles c/j-, c/>-, rh. 
sont des quantités dont les rapports sont les limites des 
rapports des dill'érencc^s correspondantes Ar, Av , A; en 
prenant les diirérentielles des variables indépendantes 
égales à leurs did'érenccs. 

Nous désignerons cette dilmrentielle totale par c/«, 
et il faudra bien la distinguer des du partiels ejui se trou- 
vent dans le second membre, et sont dillércnts l'un de 
l'autre. Pour éviter toute confusion, ou devra se garder 
de supprimer les facteurs communs dx ou c/> , et écrire 

il) du =1 - d.r dr. 

' dx dy * 

On peut encore écrire 


du = il, U d^ U . 


Ces considérations s’applicpient à un nombre (pielcontpic 
de variables indépendantes, et la dijfrreutiellc totale 
d’une fonction de plusieins 'varinhlvs indépendantes 
sera toujours la somme de ses différentielles partielles 
relatives à chacune de ces variables. 

Cherclions maintenant l’expression des dilférenticlles 
successives do u. Kt jiour ceda remarquons d'abord ipie la 

dilfércnticlle de sera, par la règle qui vient d’être 

démontreV' , 

fiK+P-t-'ii ^ d-'^-r+'u ^ 

dx^^dp dx"dye*' ’ 


elle se formerait donc en niultiuliaiit par . - c/.r -f- dy 

* ' dx dy ■ 

,, . . d^^ru . . 

1 expression P'‘oi>osee , pourvu qu on y considérât 

l'indice du numérateur comme un exposant, et qu’après 
la multiplication on cliange.it l’exixisant des numérateurs 
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CH indices de (liHeiemialiuii. D'apiès cela , si l'on part de 
la formule (i) , la dilférentielle du second membre s’ob- 
tiendra en le multipliant par -+• ~J~'h ■> faisant le 

changement des exposants en indices. 11 en sera de même 
pour la dlllercntielle de ce résultat; et, par eonséquent , 
en désignant par r/’"i/ la dillérentielle totale de l'ordre ni 
de n, on aura la formule svmboliqne 

7» I , 

<■/”« = f/j- H ; (ly 

' (l.r l/y ' 

en entendant toujours que les exposants des r/u dans le 
second membre seront ebangés en indices de dill’ércntia- 
tions. 

Comparons maintenant (t"‘u à la dilférenee totale A”'w. 
Reprenons pour cela la formule 


Su : 


lia lia 


ifx 


dans laquelle nous supposons A.t et Aj infiniineni pe- 
tits, et donnons à .r et y les mêmes accroissements 


rf« 


Ax, Aj. L’accroissement de — calculé semblablement 


<tx 

•s’obtiendrait en multipliant ^ par ~ Ax 


du 


dx *'"■ dx^^T) 
ajoutant une quantité infiniment petite par rapport à 
Av et Ay\ il en serait de même pour raccroissement de 

r, . 1- • .1 \ 'ht A 

. De sorte que 1 accroissement de — Ax H Ay sera 

dy dx ily ' 

représenté s} mboliqitemenl par le carré de cette expres- 
sion, dans lequel on changera les exposants de tlu en 
indices, plus une quantité infiniment petite par rapport 
aux quantités Ax% AxAy, Ay*. Or nous savons que w 
SC compose de termes qui ont en facteurs, les uns A.r, 
les atitres Ay, et en outre d’autres facteurs qui devien- 

5 . 


Digitized by Googie 


68 


cuims i> ^NArYsic. 


iipiit iiuls avi'c el Aj- ainsi ijue leurs (lérivers; d'oi'i 
il suit que raccroissemeiu de w sera iufiniment petit par 
rapport aux mêmes quaiuilés Ax’, A.r<^, A> ’. On a 
doue la formule symbolique 

I rllt tlu , 

= ( — Ar -4“ -7- Ar ) -f- w , 

\ (U' df * / 


w' étant infiniment petit par rapport aux quantités A.r’, 
A.rAj, Av*. En continuant ainsi on parviendrait sans 
difHeuItc, quel que fût le nombre des variables, à la for- 
mule symbolicpie générale 




/(/« 


lir 


(lu 

dy 



"i 


f<) étant inliuiment petit par rapport au produit de in 
facteurs Ar ou Aj^. 

On a donc aussi cette autre proposition générale;. 

La diffèrenlicUe totale de l'ordre ni d'une Jonction 
d'un nondu'e quelconque de variables indépendantes 
dans laquelle on prend d.r, dj, etc., égaux aux accrois- 
sements injiniment petits de ces variables, ne diffère de 
la différence m"""' correspondante , que d'une quantité 
infiniment petite par rapport à elle-même. 

o9. Remarque générale. — Lorsque l’on cherchera une 
équation entre des dilférentiellcs d’ordre quelconque de 
fonctions quelconques, et que, pour y parvenir, il sera 
avantageux de considérer d’abord des ditlérences inCni- 
ment petites, on pourra substituer les dilférentielles aux 
dilférences correspondantes, et négliger toute quantité 
infiniment petite par rapport à celles entre lesquelles on 
cherche la relation. Car si l’on divisait l’équation exacte 
par une des dilférences, élevée à une puissance conve- 
nable, et qu’on passât à la limite, les rapports des dilTé- 
reiiccs seraient remplacés par ceux des dilfi-rentiellcs , et 
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l’on aurait l’équation même à laquelle on serait par>enu en 
négligeant des quantités nécessaires pour l’exactitude de 
l’équation entre les dillérences, mais tpti disparaissent de 
l’équation exacte entre les dillérentielles, considérées 
comme des quantités infiniment petites ou finies. 


DiJJerentielles totales des divers ordres des fonctions 
. de plusieurs variables dépendantes. 


G(). Si les variables x et y, qui entrent dans la fonc- 
tion H, étaient elles-mêmes des fonctions de variables 
indépendantes, les ditférentielles totales de a change- 
raient toutes de forme, excepté celle du premier ordre, 
parce que les facteurs dx, dy ne seraient plus constants. 

Ainsi , la dilléreiitielle première de u aurait toujours 
pour expression 


, du 

(lu m — • (Ix 
<ix 


du 

dy 


dy. 


Mais, en dillcrenliant celle expression, il s'inlroduirai i 
les lermes 


du 

ilx 


d‘X -f- 


du 


et l’on formerait r/’x, d^j en fonction des variables iii- 
<lépendaiites et de leurs dillérentielles d’après les for- 
mules précédentes. On aurait ainsi 


f/’« f/’K 

dUi = — d.i’’ -y- d.Cflj^ + djr^ ■ 

c/jr' rlxilf rly^ 


du 

'Tli" 


du 

'T/ 


et d'a jouira, par rapport à A*n, de la propriété (jui a été 
démontrée indépendamment de la forme qui pourrait 
résulter de variables intermédiaires entre ii et les varia- 
bles indépendantes. 

On trouverait de même les dillérentielles totales des 
ordres suivants, et pour un nombre quelconque de va- 
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riablcs, supposées tlépendanles d’autrus (|ueli'oii({ues. Si 
parmi ces variables , les unes élaicnl dépendantes et les 
autres indépendantes, il suffirait de supposer nulles les 
didérentielles de ces dernières qui passeraient le premier 
ordre. 

61 . Ciuc particulier où x et ) sont des Jonctions li- 
néaires. — Si jr et étaient des fonctions linéaires des 
variables indépendantes, tlx et (l\ seraient constants, 
quelles que fussent les valeurs des va ri a bbîs ; on aurai) 
donc 

= O , d'y = O , d'x = O , . . . , 
et, pai' conséqueut, on retrouverait la formule symboliqui- 

qui s'étendrait à un nombre quelconque de variables. 


Différentielles des divers ordres tles fonctions hnpiieites. 

62. Supposons d’abord la fonctioti implicite a dépen- 
dante des variables x, y, et déterminée par une équation 
unique 

F(a-, jr, II) = O -, 

nous aurons d'abord 


d¥ , dV , dV , 

—— ils H dy -I- -r- du = O , 

djc dy ' du 


d’où l’on tirerait du, eomme nous l’avons déjà vu. 

Dill’ércntiant encore cette équation par rapporta toutes 
les variables, et observant tpic du n’est pas constant, il 
vient 


d'Y 

~d? 


, </-F , d'Y , </=F 

dx' -I- -T-- dy -f- - du' -t- 2 - — dxdy 
du' dvdy 


dy' 


2- — - dxdu -i- 
nxdkl 


d'V , , d 
'd7d;,'''''"^-iu 


- ll'u = O \ 
H I 
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d’où l'on lircrait tl ainsi de suite. On agirait de la 
même manière pour un nombre tpielconqiie de variables 
indépendantes. Si u ne dépendait que d’une variable a', 
eette équation se réduirait à 


, , '/’F / , '/'F , , 

-i- a , lU-tln , — ilii' 

ilxdu 


'/F „ 

= o. 
du 


dx' dxdu dtd 

(jd. Si l’on avait deux étpiations, il y aurait deux va- 
riables, fonctions de toutes les autres; et, dans ce cas, on 
didércntierait successivement chacune des équations, en 
distinguant bien les variables dépendantes des indépen- 
dantes ; on déterminerait ainsi les diliérentielles secondes, 
troisièmes, etc., des deux fonctions ; et l’on agirait de la 
même manière dans le cas d’un nombre quelconipte d'é- 
(juations. 

Soient, par ex'cmplc, les deux équations 
F(j^, «) = O, 

«) = "i 

r cl n sont des fonctions de la variable indépendante x. 

Ou aura d'aboitl les deux équations 

d\' , dV , f/F , 

dx -F — - f/r -t- du = O , 

dx dy du 

‘If , <!/ , ’f . 

-J- dx -H dy -H -y- du = O ; 
i/x dy du 

d’où l’on tirera </) et du. Kn dilléi entiant ces deux étpia- 
tioiis, on obtiendra 
f/=F 


dx‘ 


- dx ‘ ■ 


d=V , f/’F , , f/ F ^ , 
— f/r’H — ; — did 4 - li— — —dxtiy - 
dy'' du' dxdy 


,/’F , , 

■ a — — dxdu 


dxdu 


f/’F 

• ■>.- — —dydu - 
drdu ' 


f/F 
■ dr 


d'y- 


du 


(l^n = O , 


~ dx' -t- dr ' -(- ‘—du' 2 -‘I' dxdr -H 2 dxdu 

dx' dr - - du' dxdr dxdu 


'l’f , 

-^^■dJTu''' 


•lu ■ 


'£ 

dy 


d'y 


.£ 

du 


d 'u — O , 
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d’où l’on tirerait d*u et d*Yi J>uisqiic dy et du sont 
connus. On obtiendrait ainsi les dilVérentielles de tous 
les ordres, de y et u. 

ClianijcmeiU de varitihles. 

()-i. Cas d’une seule variable indépendante. — Nou.s 
eonsidérerous d’abord les fonctions d'une seule variable 
indépendante; et l’objet que nous allons nous proposer 
est d’exprimer toutes les dérivées d’une fonction y par 
rapport à une variable x dont elle dépend , au moyen des 
dérivées successives d’une autre fonction u par rapport à 
une variable t, regardée comme indépendante. 

Toutes les quantités dépeudent d’une seule variable ; 
ainsi l’on a trois équations entre x, y, u, t; ou deux seu- 
Icmeut, (!ii laissant de côté celle qui exprimera la relation 
entre x et y. On voit qu’eu vertu de ces trois équations, 
on peut considérer u comme une fonction de t , et ce sont 
les dérivées de u par rapport à t que l’on veut faire entrer 
dans des calculs où entreraient les dérivées de y par rap- 
port à X. 

Pour cela nous allons d’aboid exprimer les dérivées 
fie y par rapport à x, en fonction des dérivées de x et 
par rapport à la même variable indépendante t dont elles 
seraient fonctions. Ces formules seront les inemes, quelle 
que soit la forme particulière, tant de l’équation entre x 
et y que de celle qui doit lier x et y avec t. Nous mon- 
trerons ensuite comment les dérivées de x et y par rap- 
port à t peuvent s’exprimer au moyen de celles que l’on 
veut introduire, qui sont celles de u par rapport à /. Ce 
dernier calcul dépend des équations qui lient x et y 
avec < et M, et peut-être encore avec d’autres variables ; et 
le nombre des équations doit toujours être tel , qu’il n’y 
ait qu’une seule variable indépendante, comme nous l’a- 
vons supposé. 
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05. Pour exprimer les dérivées de / par rapport à x au 
moyen de celles de x et j par rapport à t, nous obser- 
verons que, d’après le principe des fonctions de fonc- 
tions, on a 


rfr df 
-=-■ — ? ou, puis(juc 


dr 

(/x 


dt dx 


dt 

dx 


dx 

dt 


dr 

Tr 


fly 

fit 

dx 

dt 


d^y 


Nous dilfércn- 


Passons maintenant à l’expression de 

tierons pour cela les deux membres de cette équation par 
rapport à x; mais, afin de n’introduire dans le second 
membre que des dérivées par rapport a l , nous le dilTé- 
rentierons d’abord par rapport à t, puis nous multiplie- 


rons par 

* dx 

drons ainsi 


1 ou nous diviserons par ^ Nous obtien- 


di 


d'y 

dx' 


d'y dx 
dt ' dt 


d'x dy 

Ht' dt 


) 


De même, pouf obtenir nous di(Vérentierons le se- 
cond membre par rapport à <, puis nous diviserons par— • 

Et en continuant ainsi , il est clair que l’on aura l’ex- 
pression de toutes les dérivées de y ps*" rapport à .r, au 
moyen de celles de x et y par rapport à une variable 
quelconque f, dont x et seraient dépendants. 

On peut , au lieu des dérivées de .r et y par rapport 
h I, introduire leurs dilTérentielles; il suffira île suppri- 
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mer li’ (li\i‘ieur eh , fl il vieiidi-.i 


il'' y tl'rdx — d'xtly 

dx‘ dx' 

(’.fs premières formules so rapporlenl au cliiiiigcme/it de 
la vnriahle indépendanle seulement. 

(îü. Si r«m suppose que la variahle t soit la fonction > 
ell<--mèiue, ou aura les dérivées de y par rapporta x. 
exprimées au moyen de celles de .r par rapport à y , quelle 
que soit d'ailleurs la relation entre x cl y. Ces formules 
seront 

d'x 

dy 1 d'y dy ' 

d.T dx' dx' 

d} WV 

07. Considérons maintenant le cas général où l’on au- 

rait eulre tn variables x, j',..., n, f , les m — a équations 

F(x, V,. • a, t) = O, 

f{r, y,. . ii,t) = O, 

sans compter réquaiioii qui donne r en fonction de x. .Si 
l’on dilférenlie ces in — a équations par rapport à t, on 

dx dy . . .du I ' , 

pourra exprimer — . c-ji lonclion tic par la reso- 
lution d’équations du premier degré. 

Dilléreniianl de nouveau ces ctjuations, on introduira 
les dérivées secondes par rapport h t, et il y restera des 
dérivées premières que l’on pourra remplacer par leurs 
valeui's tirées des premières équations. Ou pourra doue 
encore, par la résolution d'étpialions du premier degré . 

. , , , d'x d'r , d'n du 

tirer les valeurs de au moyen de — ; — et • 

dt' de' - lit' dt 

Kn continuant ainsi , totites les dérivée.s de .r et de i 
par rappoi t à / seront expi iniées an inoven île celles de ii 
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})ar rapport à /; ut comme nous aAonsiloiiné les formules 

generales qui exprimeni moyen rie 

dx d‘‘x dr d‘‘y . ,, 

■ > -7—) de. , -7^) etc. , il s ensuit nue 1 on eonnai- 

dt dl' ’ dt dr ' ' 

dy d'r , du d‘‘u . , . 1, . 

Ira— 5 au moyen rie -—5 -7 — v» ce nui était I ob- 

dx dx' - dt dt' * 

jet (le la question. 

08 . Si, au lieu d’équations (inies, 011 avait des écpia- 

lions dill’crentielles, il faudrait toujours elierelier à en 

, , J . dx d'x dr d'y , 

(leduire —t -7-» etc., etc., au moyen de 

dt dr dt dr ■' 

du d'n i" . . Il 

-7-1 -7—1 etc., et I on agirait ensuite comme dans le cas 
dt dt' ’ ” 

précédent. 

Supposons, par exemple, l’écpiation 


(>:)'- (sy=" 


et proposons-nous d exprimer ÿ-, moveii île 

dx d'x . ,?.... 

~dt' ~dr' *'***''' ■''' réduit ici a exprimer 

dy d'y dx d'x 

~rf —TT' etc., au moyen rie-— , etc. 

dt dr ’ • dt dr 

Or on aura d’abord 


‘1 

dt 


-s/ '-P 


. d'r 

Pour avoir <>n dillérentiera l'équation donnée, et il 
viendra 

i/x d X dy'il y 

dt dt ' dt dt' 
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lOy 

~ÏÏF 


Une nouvelle dilTërentialion ferait connaître Vr» ainsi 

lit' 

de suite. 

Ce cas est celui où l’on déterminera une courbe par 
une équation entre l’arc et l'abscisse. 

Ü9. Cas fie plusieurs variables indépendantes. — 
Considérons maintenant une fonction s de deux variables 
indépendantes .r, J)'. Sa forme n’est pas connue, et l’on 
ne doit pas avoir besoin d’en faire usage; mais on doit 
toujours raisonner dans l’hypothèse qu’elle existe. 

La question que nous nous proposons est de déterminer 
les dérivées partielles de tous les ordres , de z par rapport 
à a: et^, au moyen de celles d’une autre fonction ;• par 
rapport à deux autres variables indép«;ndantes (f et 0, en 
supposant qu’il existe trois équations entre .T,jr, z, r, çp, 0, 
savoir, 

(i) ^ ~ ^ ’ 

I /> 0, ?, r) = O, 
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dx f/’x 

llx (l’x 


dt 

lit lit' 

- 

dy 

j llx' 


~dt ^ 

V * 



de sorte tpii- quatre quelconques de ces six variables peu- 
vent être regardées comme fonctions des deux antres qui 
seront entièrement arbitraires. 

Cela posé, diÜ'érentions successivement r par rapport 
à chacune des variables x et j', la seconde étant supposée 
constante ; et considérons r comme dépendant de 0 et ij> , 
qui eux-mêmes dépendent de a: et ) . jVous aurons ainsi 


(3; 


fir dr f/0 

fix d^ dx 


dr dt^ dr dr r/0 dr d^ 

dt^ dx dy f/0 dy d>^ dy 


Digitized by Google 



PRF.^IIKHF. PARTIR. 

Il faut niaiiileiiaiit ûliitiincr de ces équations les déri- 

, f/0 f/fp rlr f/0 f/o f/r , i-,,.. 

vers— ’ -7-1 -r-i -ri - 7 -’ et pour cela nous difle- 
<ix dx dx dy dy djr * 

renticrons d’abord les équations (1) par rapport à x; d'où 


f/Ff/9 f/Ff/« f/F dr f/F f/F dz 

f/0 dx f/ç> f/.r r/f f/r f/.r f/î r/x 

f/F|f/0 f/Fif/^ f/F,dr f/F| f/F|f/3 

f/0 f/j"”^ f/^ f/ar dr dx~^ dx tlz dx 

f/F, t/0 f/F,f/ç f/F,f/r f/F, f/F', f/ï 

f/0 f/j: f/y f/j" tir dx dx dz dx 


, , . f/0 f/y dr f. . . dz , 

d ou nous tirerons -r-, -f-» — en lonclion de — : et les 
dx dx dx dx 

reportant dans la première équation (2) , nous en tirerons 

, dz i- . , dr dr 

immédiatement — en lonclion de — i -p- 
dx f/0 f/y 

Diirérentianl de même les équations (i) par rapport à y, 

et faisant usage de la seconde équation (2), on obtiendra 

dz . dr dr ,, 

— au moyen de —1 ^ ; ce qui était 1 objet que 1 on s e- 

tait proposé. 

On conclurait facilement de 1» T moyen de 

^5 par la résolution de deux équations du premier 

degré; mais on pourrait d'ailleurs les obtenir directement 
en suivant une marebe inverse. 

On passera aux dérivées partielles du second ordre en 

dmerentiant —1 rapporta .ret > : on sera ramené 


a dinerenlicr — ? — par rapport a x cl j, et on les trai- 
tera comme on a traité r, ce qui intiTHluira les dérivées 
du second ordre de r par rapport .à 0 et y. 
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f/0 </^ </0 </y 

Un aura en ouUe il flilleivnliiT — 1 — > — i —5 ee 

f/r tfx ily tly 

qui inlroiluira les dérivées partielles du seeond ordre de z 
par rapport à x et y, dont on aura ainsi les valeurs. 

11 est facile de voir que cette méthode s’applique à un 
nombre quelcontpic de t'ariables indépendantes, et s’é- 
tend aux dérivées de tous les ordres. 

70. ÏNous examinerons, en particulier, le cas d’une 
fonction u de trois variables indépendantes .r, y, z, qui 
doivent être remplacées par trois autres variables indé- 
pendantes f, 0, liées à x, y, z par trois éipiations con- 
nues; dans ce cas, il s’agira d’exprimer toujours les déri- 
vées partielles de u par rapport à r, y, z , au moyen de 
ses dérivées partielles par rapport à r, ç, 6. (a; problème 
renferme celui de la transformation des coordonnées dans 
des équations aux dinérenlielles partielles où la variable 
principale est une fonction de trois coordonnées. 

Considérons n comme fonction de 0, ■p, r, et ces der- 
nières comme fonctions de .r, y, z ; et dilférenlions « par- 
tiellement par rapport à .r, >'i z , nous aurons 


fiu_ 

du f /0 

(lu (t^ 

dudr 

tlx 

f /0 

(Ix 

f/y 

tlx 

dr 

dx 

(lu 

du d'i 

(lu 

f/y 

du 

dr 


d’j 


f/lp 

dÿ 


Ty' 

(lu 

du 

rtO 

du 

,/y 

(lu dr 

(Iz 

~7iô 

dz 

~^f/y 

tlz 

dr 

dz 



Or, au moyen des trois équations entre .r, r , 5, p, r, 
on peut déterminer les dérivées partielles 

f /0 f /0 f /0 f/ç» f/y f/f tir tir tir 

tir ' tir ' dz ’ dx ' dy ’ dz ' d.c ’ tly ' ilz' 

et, par conséquent , les équations (d) donnent les valeurs 
fies flerivées partielles de la fonction ii par rapport h 
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jr, J', Z , au moyeu de celles de la même Idiitlioii pai- rap- 
port à 0, y, V. 

l^a résolution de ces trois équations ferait connaiire 
du du du . du du du 

— ^ -r'< -7- au oiovcu de ) —•> ; mais ou pourrait 

ilf) dif dr •' du: dy dî * 

les trouNcr direetcmeut parulie marche inverse de la pré- 
cédente. 

En diirércntiaut les équations (3) successivement par 
rapport à z, on exprimerait les dérivées du second 

ordre par rapport aux variables indépendantes d’un des 
systèmes, au moyen des dérivées du second ordre par 
rappoi't aux variables de l’autre ; (U l’on continuerait ainsi 
indéfiniment. 

Ainsi, par exemple, en dill'ércntiant ^ par rapport 

à .r, on serait ramené à former les dérivées partielles de 

du du du . , ■ 

— , --1 -j^ par rapport a .r, et c est ce (jue Ion lerait 

. du du du • n , 1 . , 

en traitant -r-» comme on avau d abord traite n , 

c/O dy dr ’ 

ce qui introduirait les dérivées du second ordre de u par 
rapport à 0, 5, r, tout le reste étant connu. 

71. Appliquons ce procédé à une transformation qui 
se présente souvent dans les questions de mécanitpic et 
de physique mathématique. 

Soient X, y, z les coordonnées rectangles d'un point , 
et r, 0, ip ses coordonnées polaires, de sorte qu'on ait 
entre ces six variables les trois équations 

3 — rcoa', V = rsiti 0 sin {< , j: = rsinO ros-{/, 


on trouvera, au moyeu de la méthode (|uc nous venons 
d’exposer. 


du 

d.F 


du . (/a cos 6 COS 1 

---sinO coS'i 4- ■ 

dr ^ rfO r 


du sin |< 
dlf /• si n 0 ’ 
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(/hcosO sin f/rt cos-} 

-r. -t- -rr — ; — r > 


8o 

r/« T 

— = — sin&sin i H — -H - 77 — ^ — r 

t/y dr ' d’i r rt-}rsinO 

du du ^ r/nsiiiO 

dz dr d't r ' 

d’it d'u f/=«ros’Osin-!icos-} f/’« sin } cos -1 

sin’Dsin-} cos} -f- — , ; - 

dci/y dr^ c/0- r’ f/}' r'sin’O 

c/’m sin 0 cosO sin} cos-} d'u /cos’} — sin’}\ 

d^dr r ”^c/}c/r \ c j 

d’u (cos’} — sin’})cosO c/«'sin’0sin} cos-} 

<-/}</0 r’sinO dr^ /- 

c/« cosO sin-} cos-} / . , 1 \ c/«/sin’^!» — cos’}\ 

~dô — + s-;^ j ^ ,-?}(, -7^- ) ’ 

d’u d’u . f/’« sinO cosO cos-} 

7üTz=d7^^"' ® ® - -dF 75 

d’u (cos’O — sin’Ojcos-} r/‘u sin-}cos6 d'u sin-} 

fiOi/r r dyf/r /-sinO ~^dM^ 

f/«(sin’0 — cos’0)cos-} i/it sinO cosO cos-} 

r/9 r’ dr / ’ 


i/’u sinO cosO sin-} 

'dF ~ 7’ 


d’u d’u . ■ , 

dj-dz dr’ ^ 

c/’«(cos’0 — sin’0)sin-} d’u cos-}cosO il’u cos-} 

dOdr r d'^dr rsinO f/Oc/} r’ 

!■/« (sin’O — cos’ 0)sin-} du sinOcosOsin} 
i/ÿ r’ dr r ’ 

d’u d’u , , . d'u cos’Ocos’-} d’u sin’-l 

=-v- sin’O cos’} H — -H 1— 

di‘ dr’ dO' r’ r/-}’ r’ sin’O 


-t- 7. 


i/'u sinOcosOcos’-} r/’u sin-}coS-} 


dMr 


dldr 


d ’u sin -} cos -} tlu cos’ 0 cos’ -} -t- sin ’ -} 


^f/Of/-} r’tangO dr 


du /sin’-} — 7sin’0cos’-}\ 

cosOI — : — - 

c/9 \ c’sinO / 


(-/«sin} cos-} 
dh c'sin'O 
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tl'n 
v> ■ 


tin . , . . f/‘ H cos’o sin’l d‘n rosi 

siii'Osiir i 4--^:^ — r— ^ 

(//■' ■ M' /•’ (/•;.' / -sin’O 

f/’;/ sinOcosO sin’-i d'u siirJ>cus V 

. 2 L ^ L 

d^tlr r dlfdr r 


d'n siii y cos ÿ //« /ros’ 6 si n ’•{<-)- ros’-^ 


dhd-\> r’IansO 


au j r 




tl’n 

7h' ' 


du /ros' i — asiii’O iiii’ !.\ (■/« siii j. ri)Sy 

' TÏÔ ‘ V' “/■’sin') ) ~^~di t sin'fy ’ 

il‘ii (/ '/< si 11 ’ il‘ii sinSfosô (/«sin'O 

: — ci)S ’ 0 H — — ?. — ^ — I 

r/r> r/0' /■' r/Or/r r dt r 


du sinOcosO 


4 - 2 

r/0 


SPPl.lCATIONS , d.N AI.YTlyUES lU^ CAI.CUL IHVKÉII ^;^T^EL. 


72. Dctcnninntion des t>a/eun particulières des fonc- 
tions qui se pivsentent sous les J'nrines J , ac X o , 
i'^® , 06 ", o". Lorsqu'une fonction «'st le quotient de deux 
autres fonctions de X, et qu'une valeur particulière de x 
rend ees deux dernières nullcs ou infinies, la valeur de 
la première se présenté sous la forme J ou et, dans er- 
ras , on peut se proposer de rlétermincr la valeur vers la- 
quelle converge la fraction donnée, lorsque J' tend vers 
eetie valeur particulière; c’est cette valeur limite, que l’on 
il«*signe souvent sous le nom de vraie valeur de la frac- 
tion, qui SC présente sous la forme indéterminée \ ou 

F (x) 

r.lierriions d’alxird la limite de lorsque x tend 

A^) ' 

1 ers une valeur r» telle fpic l’on ait F (x„)=o,f{xa) = o. 
.Soit// une ipiantité tendant vers zéro, on aura, d’après 
le n" ( i,^)) , 

K(.r. 4 -/i) __ K' (. r.4-^/i) . 

. . ■ A(x. 4- /'} ~ /"'(x. -h 0//).’ 

a' edit. fl 
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VU) F'(x) 

llin -rr-rr = lim — ~ 


lorsque .r tend vers .t’o’, et, par conséquent, si F'(.»o) cl 
/"'(.r,) ne sont ni nuis ni infinis, la limite cherchée sera 
F'(.r.) 

r w ■ 

Si l'on avait encore F' (xo) = o,.y''(xo) =o, la limite de 

K'(.r) . , . ,1 , F"f.r) . . , 

serait la meme que celle de -zr „ -ri > *^1 ainsi de suite. 

/ W ^ / (x) 

Si doue toutes les dérivées, jusqu'à l’ordre n exclusi- 
vement, deviennent milles pour x = x», la limite cher- 

chéc sera celle de ^=7^’ (■^o) 

iiulles ni infinies, on aura, pour valeur de celte limite, 

Lliîî]. 

Si l'une de ces dernières dérivées est encore nulle, la 
limite sera o si c'est F"(xo) qui est nulle, et la fonction 
croîtra sans limite si c'est /"(Xa). 

73. Supposons maintenant F (.r,) = oo , J'(Xo) = oc , • 

d'où j.-/— . = ô, ~ -r = o; on aura identiquement 

F (-r,) 

i f* (x, -f- 0//) 

F (x, -)- h) _ f{x, -+- /;) _ /{x. OA)’ 

/(x.-TA) ~ “ F '(.r.-f-0Â) ' 

F(x, -t- A) F(.r, GA)’ 


. ... F(x. A) . 

d ou , en représentant — par A) , 

y (*^i H” 

F'(x,-t-0A) _t(«A)'_ «(OA) 

/'(x.+ OA) - î(A) 'S(A)' 

. F (x) 

Or, si ® lirnilc finie, y(ô/î) aura la 
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on aura donc 



finira, en général, par varier constamment dans le même 


sera , dans le premier cas , plus petit , et , dans le second , 


Si donc F'(.r«) et f'{xo) ne sont ni nuis ni infinis, la 
limite ckerchée sera • 


Si les dérivées de F {x),/(x) devenaient infinies jus- 
qu’à un certain ordre, on agirait comme dans le cas pré- 
cédent. Mais si elles deviennent toutes infinies , cette 
méthode ne sera plus applicable; et ce qu’il y a souvent 
de mieux à faire dans ce cas, c’est de remplacer ,r pai- 
■Ci -4- A et d'ellcctuer les réductions. 

Ainsi soit, par exemple, la fraction 


scs deux termes deviennent nuis pour .r = et toutes les 


sens , à mesure que x tendra vers sr,; et le facteur ^^**^*^ 
( 




/w 



F'(xO 

/'W 



# 


a. 
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(lérivci’S ili-viciiiipiit infinu.’s. Mais si l’on pose .r= .ro-h/i, 
elle devient , 


\ /i (ï.r, -+- il) h ' (a-r, + //) ' 

. ' i ' . A • ’ 

supprimant le faeteur commun /i‘, il reste , » 

(a 

dont la limite est zéro quand h tend vers zéro. 

7A. La valeur .To étant arbitraire peut être supposée 
aussi grande que l’on voudra, et,, par ronséquent, les 
règles précédentes s’appliquent au cas où l’on a Xq = oo. 
ÎMais la "démonstration directe ne pourrait plus se faire de 
la même manière dans ce cas, et il est bon de l’exami- 
ner à part. 


Si l’on pose .r 


KM _ 'Hil’ 


/ tendant vers zéro, il n’y aui;a aucune dillieultc, et l’on 
aura, par la démonstration précédente. 



On aura donc aussi 

,■ F(x) 

bni 77-Y 

/(■r) 

X croissant indérininient. 


= liin 
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7î>. ( 'uiisiilcroii.s iiiuiiiti'naiil le produit 

••'W/W. 

l'I suppuüoiis 

K (x,) = oc , f{x,) — O ; 
lions aurons idciiliqucmeiil 


ü'i 


K (x)/(.c) : 




K(x) 


ee «jui raiiièiie au premier cas; cl i’ou trouve alois 
lim F (J)/(x) = - lin, 

Si la seconde e\prcssion rentre dans un des cas examinés, 
on la traitera par les procétiés déjà indiqués. 

7(5. On peut encore donner une autre règle pour trou- 
ver la limite de la fract’itm 

►'W ■ 


ilaus laquelle on supposer innni. 

En ellet, à étant une «{iiantité finie quelconque, on a, 
quel que soit jr, 

t 

,, m, •• . 

faisant croître x indéfiniment, lé second membre temi 

vers F'( 00 ), qui est la limite de la fraction ’ d'après 

une des règles précédentes. Donc 

F’ (.r) F(x-|-/i) — Ff.r) 

lim — ^ = lim 

X h 

• ... , . « • 
cl si , pour plus de simplicité, on fait /i = i , 

lini = lim ( F(.i- H- ■ ) -r F u)). 

X * 
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Cf ihéoièmc a élc (léniontré d'uiif nulrf iiiauièrf par 
M. Caucliy, dans sorj Cours d’ jinalyse algébrique. 

77. Considérons maintcnanl une expression delà l'orme 

son logaritliine est 

/(.r) logF(a), 

fl rentre 'dans une expression que nous avons examinée. 
Si donc on peut déterminer par les règles précédentes 
la vraie valeur de ee logarithme, dai;s le cas singulier où 
les fonctions log F (t) et f(x) seraient l'une infinie et 
l’autre nulle, on en conclura immédiatement celle de 
l’expression proposée. 

examinons en particulici’ l’expression 

K(.e)S . 

dans le ( as de x = oc , et suppo.sanl F(oc ) =; œ. I.e loga- 
ritlime de cette expression est ^ 

lugF(.r) 

, ^ 


F'W 

et .sa limite est celle de <l«c l'on peut traiter par 

F(x) ' 

les règle.s précédentes. 

Mais si l’on applique à la i ègle partit ulière du 

n" 7t), on trouvera que sa limite est la mt’ine que celle de 

logF(x+ I) — IngF(x), ou •%’— 


IJonc la limite de F(.r)’' est la même ([lie «elle de 

I* j quand x devient infini. Cette règle avait (mcore 

F{.r) 

été démontrée par M. (ianchy. 
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78 L applicaliuli de ces diverses règles conduit à quel- 
<|ues résultats particuliers qui uiéritenl d’étre remarqués: 

• e - 

•— X pour .r ~ X M I OU a « 1 , 

loe j: 

• — :: — O pour a x , 

X * 

log.r nr O pour ,r z== o, 

I 

.tr * = X p(Mir .1* =r O, 

' 

• X 

.r I pour 4- r= X , 

I 

I- B-i”*"' . -t- =r .1- — I p<»ur X 

X* = i pour .V = 0 , . 

1 

(cüsw.r)* I pmir .r = o, 

I 

I -j - .f)*^ — e pour .r = O. 

Sèrip lie Tu) lot jnmt les fondions il une seule 
variithle. 

71). La séi'iu que nous alloii-s l'aire coiiiiaitre a juun 
objet (ie dé>elopper uiit* l'oiirtion qiieleoiKpie tie la sumtne 
X 4- h suivant les puissances entières et positivc*s tic ruiie 
(les parlics, par exemple (le //; elle a élé tlécouverle par 
Taylor, et a conserve le nom de son inventeui'. Maclauri«i 
en a déduit une autre qui donne le développement d'une 
ronction suivant les puissances de la variable, et (|ui a 
été employée avant lui par Stirling. Il suflit, en elVet , de 
faire .r = O dans la première pour obtenir le développe- 
ment d’une fonction de la variable h suivant les pnis- 
sancfs de h. Cette série' de 'Maclaurin n’est donc fpi’nn 
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cas pat'liculier dt; celle de 'l'aylor, cl c’est pour cela (ju'oii 
lu désigne ordinairement sous le même nom. 

Soit F (,r 4 - h) la ronclioii qu’il s’agit de développer 
suivant les puissances entières et positives de fi. 

Commençons par écrire un nombre quelconque n des 
termes déduits suivant la même loi que si la fonction 
était entière et rationnelle, et désignons pary(A) la fonc- 
tion de X et de /« , qui, ajoutée à ces termes, reproduit 
1’ (.r -f- h) : nous aurons 

F (jT /;) = F (x' -f- /iF'fjc) ■+■ F" (.aJ 

-F F(»-){x)4-/(A). 

I .2. . . in — 1) ' ' 

l.cs dérivées des deux membres par rapport à h étant né- 
cessairement identiques, on rccounait sans jieine quer 
/ (A) cl ses (n — i) premières dérivées devieimenl nulles 
pour (/> = o) , et (juc 

/(»)(/;)= Fi"){jr 4- 

Donc-, d’après une formule démontrée précédemment , ou 
aura 

/■(//) = - — V'{jr 4- 0//), 

et, par suite, 

F (j- ■+- h) = F (j:) 4- // K ' (j) 4- F" (j.-) -f- . . . 

K"-‘ (x) -+■ — F'" (x -H OA). 

('.Cite formide donne la .solution de la cpiestion , cl montre 
dans ([iiel cas elle e.st jxissible. K.n cllcl , si l’expression 

F"(c ff/r. 

I . 7. ... « 
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teiul vers zéro à iiiesiiro que /i augmeiile, (.r -t- /;) est 
la limite de la série 


F (x) -h AF ' x) . -t- 


F“-’(x)-+-.. , 


I . 2 . . . (« — I ) 

et l’ou ])eut poser la formule suivante, qui est celle de 
Taylor ; 




F{x -f- A) — F (x) -H- AF' (x) H ty' (x^ -t- . . . 


F"(x) 4- 


Mais il faut bien faire attention que, d’après la formule sui' 
la* [uelle est fondée cette série, elle ne peut être substituée 
à F(x:4-A)que lorsque F (,r) et toutes ses dérivées sont 

A" 

continues »;ntre .r et x -h /t , et (lue F" (x -t- G//i 

tend vers zéro quand n croit indélininicnt. 

l.a fonction F(jc-4-/t) ne peut être développée suivant 
les puissances de h autrement que par la formule ( 2 ); car 
deux séries convergentes ordonnées suivant les puissance.s 
••litières et positives d'une même \ariable, et dont le.s 
sommes sont égales , quelle que soit la valeur de celle 
variable, sont les mêmes, terme pour terme. 

80. Il est facile de reconnaitre que b' terme 
> ^ 

F"(x 4- AA), 


I . 2 . . . n 


qui donni' la valeur exacte du reste de la série, après li'S 
n premiers termes, tend vers zéro toutes les fois qui’ 
F" (j") reste fini, lorsque n augmente indéliniment : cl 

A« 

pour cela il sullit de faire voir (|ue - 2~"7 

zéro (|uel que .soit h. Fn ellél , (|uand // aura dépa.ssé la 
valeur de A, et qu'on rauginentera indéliniment, l’expres- 
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— scia iiiultipliéc pai- It-s iVaclioiis — ~ 

n . n * » « 


// 4- 2 


• (jiii diminuent de plus en plus. Mais quand 

même elles resteraient égales à la première, qui est plus 
petite que l'uuité, un sait que le piuduit aurait pour li- 
mite zéro. Donc il en est de même de — quand // 

I .2. . ./» * 

eroîtra indéfîniment; et la série de Taylor peut être em- 
ployée lorsque I'" (u') et toutes ses dérisées sont continues 
«■t finies entre x et x /(. 

81. La formule (t) a l'avantage de donner des limites 
de l’erreur commise en s’arrêtant à un terme quelconque 
de la .série de Taylor. En ell’et , si l'on prend les n pre- 
miers termes, la quantité exacte qu’il faudrait y ajouter 

• /, » 

[M)ur obtenir 1‘ (x -+- h) est l'" (.r -f- Oh). Si donc 

on désigne par A e't U la plus petite et la plus grande va- 
leur que prend F" (.r) (juaiul x passe par toutes les va- 
leurs, dexà x-(-/i, l'erreur commise en prenant les // 

A/l" 

premiers termes de la série sera plus grande que ? 

, . IIA • 

et plus petite cpie — ^ — ■ — 

812. La formule 

F(.r -I- A) =r F ix) -f- AF' (x) F".(.r; T . . . 


-F 


F " (a ~f OA) 

. 2 ... « 


n’exige aucune condition relative aux dérivées d’un ordre 
supérieur au (’.es dernières pourraient être discon- 

tinues dans l'intervalle de x à .T -F /< , sans ijue la for- 
mule cessât d’être exacte. Ainsi ce développement peut 
êtic exact quand on l’arrèie à un certain ternie, et deve- 
nir inexact si on voulait le- pousser au delà. 
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Supposons, par exemple, que l’on ait , 

*■' W = / (■«') -I- (^ — ■'•.) ’ T W . 

m étant un nombre entier positif, et - compris entre o 

et I. Si l'on considère pour x la valeur particulière 
les dérivées seront finies jusqu’à b’"* (x») inclusivement, 
en supposant que celles de J{x) et ç (x) le soient; 
mais au delà elles deviendront infinies. Le développe- 
ment ne devra doue être poussé que jusqu’au terme 

j- J- F""' (xo) tout au plus; et il pourra être 

.complété au moyen d’un terme leniermant la dérivée • 
suivante. 

Si, dans la formule (i), on fait x= u, et ({u’on 
remplace ensuite' la lettre /i par la lettre .r, on obtient 




, F (x) = F(o) xF'(o) =4- -j— ^ F"(o) . 


1 . 2 . . . {« — I ) 


F"-'(o) ■ 


F“(0.r}. 


On peut ainsi développer une fonction de x sui\anl les 
puissances de x, pourvu que cette fonction et ses dérivées 
justpi’à l’ordre n soient continues en treo et x. Si, à mesure 

/f " 

<|ue n augmente indéfiniment , l’expression — — ^ F" (Oj ) 

tend vers Aéro* la fonction F (a‘) pourra être exprimée 
par la formule 

(4) F (je) = F (oi -t- xF ' (o) -I- — F" (o) 


c'-est-à-dire que la limite de la somme des' termes du se- ■ 
rond membre est F(x). ('ette dernière formule est celle 
de M.-ielaurin ... 
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Si on r:i\ail olilcniie .naiii celle «le l'avlor, 
(l<nluirait celle-ci en considc-i anl l'’(x-4-/i) coinine uni’ 
fonclioii «le h el la (l<5ve}opj)ant par la furinule «le Ma- 
claurin. 

8i. On pcnl encore ilév«‘lopper d’apr«'*b la "for- 

mule de Taylor, en remplaçant .r par To -f- \.v — Xo); on 
trouve ainsi 

H(x) = F (.r.) (x — ./•,) F'(x.) -t- y ‘— F"(x,) -t-, . 

el l’on peut toujours choisir x„ de telle sorte «jue F (Xo) . 
F'(x„), etc., ne soient pas infinies. Mais cela ne sullira 
pas, et il faudra toujours s’assurer «|uc le reste de la série, 
«loin nous connais’sons l’expression, a pour limite u. 

85. F.nfin la série de Tayloi' a conduit llernoulli à 
une autre form«- «le «léveloppem«-nl peu employée. .Si l’on 
y suppose /i = — X, «die «levieni 

F (o) = F(x^ - .rF' (.r) + ^ f’“ (x) — F " (x) 4- . • • , 

«fou 

(5) F (x) = F (o) -h 4-F ' (x) - y- F "(.«■) -f- - ^ F (xj — 

/.«•s co«’irieients des «lillérentes puissances «le x sont 
«•ux-mêmes des fonctions de x; «le sorte «pie l’on ni- 
trouve pas dans ce dcvidoppement le principal avanlagi- 
«[ue l'on cherche, qui «-si de remplacer la fonction par un 
polynôme entier et rationmd. On s’assurerait de son exac- 
titude, comme dans les formnles précétletiles. 

815. Il faut hicn se gaixlcr «le croire que l«'s séries de 
’J’aylor ou de Maelaurin puissent «'tr«; «•mployccs tontes 
les fois «pi’tdles sont eon>crgentes; car «dlcs |«iurrai«'iit 
ctmv«'rf;«’r vers d’autn-s limites que l«‘s fom tions «pi’« Iles 
||«•vl ai«-nt K'préscnter. 
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Ainsi , par exemple, la foiietion c ’ devient nulle ainsi 
(|ue toutes ses dérivées, pour.r=o, et cependant elle 
n’est pas identiquement nulle. Il suit de là que si I'’ (. 1 ) 
,esl une fonction développable par la série de Maelaurin, 

I 

l'’ (x) -+- « ^ , développée par la même formule, donnera 
lieu à une séide eonvergentc, mais qui représentera F(.r), 
et sera , par conséquent, inexacte. 

L’exactitude du développement ne peut Jamais être éta- 
blie que par la considération de l’expression qui en com- 
plète la valeur après un nombre quelconque de^termes. 

87. Autre forme pour le reste . — 11 est quelquefois 
utile de donner au reste de la série de Taylor une autre 
forme que nous allons faire connaître. 

Considérons d'abord le développement de F (.r) ; nous 
pouvons poser, en remplaçant .r par -4- (.r — z) , 


V (j-) ~ V » -4- (> ■ 


* l C — sV 

i)F'(î)- 4- ' F"(i) 


4 . if il"F"[t - 4 - 0 (.r — z]. 

.Si l’on représente le dernier terme par /“(z), et qu’on 
dilTércntie les deux membres de l'équation par rapport 
à on obtient, toute réduction faite, 

# 

('elle équation détermine la dérivée (z) d<? la foiietion 
"" 

et donne 

(.r — l)- 




.2. . .(« — 1) 


F-(.). 
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Or on |>eul i*xpriiner J'(z) au inoyrn de ] ' (s) par la for- 
mule 

/(î) = f(.r) + {z- r\r [^' + 0 , ,> _ ^-j] , • 

et l’on peut observer que J {^) = o, puisqu’en faisant 
Z — X dans la fonetion représentée pary (z) , on trouve* 
identiquement zéro. La dernière équation donne donc 


i.T z\ " 




et l’on a ainsi une nouvelle expression du reste de la série 
qui donne le développement de F (x). 

Si l’on* suppose z = o, on a le développement de Ma- 
elauriu, sous la forme suivante, en faisant i — 9, = $ : 


G) 


, F (x) = F (o) -H xF ' (o) -H — F" (o) + . . . 


1.2... In — l) • I. — i) ' 


0 étant rompris entre o et i . • 

Dans le développement semblable dpnné précédem- 
ment , le reste est exprimé par 


.r" 


F"(6x), 


•3 désignant une fraction différente. La nouvelle forme 
«lonnée à ce reste est quelquefois plus propre à manifester 
la convergence de la séri^vers F (x). ^ 

Si dans la formule (6) on suppose F (x) = f(h -f- x) , 
on aura 


/ (/, -H x) = /{/-) -H x/' (/,) -t- — /" (/.) -(- . . 

x"(i — 9)"- 
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OU, fil rliaiif(fant les Icllffs h fl x l'iiiif dans l'auliv , 

f{x -f- h) =f(x) -i- -t- -/^/"(.r) + . . . 

A"“' ' y , , f<" (1 — y / ,,,, 

H T H i f"{.r ■+■ OA), 

1 . 2 . . . (« — I ) I . 2 . . . (/» — I ; 

fVsl la s<nie do Taylor, le reste étant présenté sous une 
nouvelle forme. 

88. Appliquons les formules pi-éeedentcs à quelques 
exemples. 

Soit K (x) =(i‘, on aura 

F'(x) = <i' 1 <7. . . ,F"(x' = n’ 1"<7. 

F(o) = 1 ,F'(o) = U. . ,F"(o) = l*7i; 


et , par suite, 

71 ' = I -(- r I n -t- ■ 


x’ P 71 


I . a 


*-'l"-'7l X" 


I .2...« — I 


.2.. .77 




y n J A ^ ^ 

a®* tendant vers zéro, .à mesure que n 


Le reste 

I 2 ... 71 

augmente, la série indéfinie a pour somme a’. 

89. Soit 

F (x) = 1 (l -P x), F' (x) = (1 4- X 
F''(x)= — (i -(-.x)->, F-(x)=± 1 

•d’où résulte 

F(o)=o, F'(o)=î F"(o)=— I,*..., F-(o=J=i.2...(/7-i). 
et, par eonséquent, 


x’ x' x' _l_ 7 7 

l(,+.r) = x--4-3--^-h...±-(.+'.x) -. 


l.a série serait eomposée de termes indéfiniment croissants 
si Ton supposait x^ 1 , parce que la limite du rapport 
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«i’iiii lornic un pivw'-<lfm csl .»•, lorsque leurs (-xposunls 
augniPiiienl inJérmimenl (l’oi'r à la fin la ^ole sui» les 
séries). 11 sullil donc de s’assurer si le reslc tend vers zéro 
quand on a .r i; et pour cela il faut distinguer deux 

.cas. Si .r est positif, on a •*'<[«) ‘‘I pa>’ 


conséquent le reste tend vers zéro, et la série converge 
A ers 1 (4 -h J’). 

Si .r est négatif et qu’on le représtnitc par — r , le reste 
s" 

-J —p ne SC présenUi pas sous une forme propre à 

faire reconnaître s’il tend vers zéro; parce (|uel'on n’aper- 
çoit pas lequel est le plus grand des deux termes de la frac- 
tion — • Mais si l’on prend la seconde forme (|ue nous 
avons indiquée pour le reste, on trouvera pour le cas 

üTliiol — -I OU , abstraclion failr* <lu siqiu*, 

(1 ’ 



Or la fraction ^ est moindre que l'iinité si s 1 ; 

donc le reste tend vers zéro et la série représente 1 (i-f-.r), 
(’.ctte série peut donc être cniplovée pour toutes les va- 
leursde.r comprises entre i et — 1. 

IM). On peut obtenir des séries plus convergentes que 
la précédente et plus applicables au calcul des logaritbnies. 
Si dans la formule 

.r* JT * 

l(. + 


on cliange ;r en — on obiicnl 


r- r* 
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y: 


<!t , i‘u ■'(‘ti'niu'haiit la scroiiilo de la première, 


I -h X i . X 

I = ’• ^ 

II — X \ i 


Posant 


il vient 


’ x‘ \ 


' + ' ... 

=r I 4- 5 >1 oii 

I — .r r 


2 y -h I 


1 B^)='(.r+ -7^ + 3 wW--^5(547)'+''' ]■ 

Celte série très-convergente donne la dillércnce des lo- 
garithmes de deux nombres entiers consécutifs, et fait 
connaître, par conséquent, les logarithmes de tous les 
nombres entiers depuis l'unité. 

Connaissant les logarithmes dans la base c, ou les ob- 
tiendrait dans toute autre base, en les divisant par le loga- 
rithme de la nouvelle base pris dans la base e. 

Nous ferons connaître plus lard des procédés plus com- 
modes pour la construction des Tables de logarithmes. 

91 . Soit maintenant 

. ^ F(x) = (i 4- .rj", 

on aura 

F'(x }= ni(t -f-x)"“',..., F"(x) =zm[iii — i )...(«; — n4- 1 ) ( i -f-x)"'ï,. 
et, par suite, 


( I 4- x) " = 1 4- mx 4- 




«I [m — I ) . . . (/« — « 4- I ) 


X" (i 4- Ox)" -”. 


Pour que la série indéfinie représente (i 4- .r)"‘, il est tl’a- 
bord nécessaire qu'elle soit convergente. Or le rapport du 


terme de rang p au précédent est 


/I 4- I 


.r, et tend 


. vers — .r à mesure que p augmente ; donc la .série ii’esl pas 
ivergen 
éilit. 


convergente si .r est en dehors des limites 47 i cl — i . Il 


Digitized by Google 


1 


()8 coins ii'amivsk. 

siiHit tlonc (le recoimalirc si le reste tend vers /.éro pour 
toutes les valeurs de .r comprises entre cc's limites. 

(’.e reste peut se décomposer dans les di'iix facteurs 

m (m — I ) . . . f/« — « -4- I ) , , 

' ^ ' r" et (t -4- Or}"-". 

I .1. . .n 

Le premier tend vers zéro, paree que si « augmente 
d’une unité, il se trouve multiplié jtar ^ ” x qui s’ap- 
proche de plus en plus de — x dont la valeur absolue est 
moindre (jue runité; et quant au second facteur || 

si l'on suppose d’abord .r posi tif, il tend aussi vers zéro , 
à moins que 0 ne s'approche indéfiniment de zéro; mais 
ilaus tous les cas ce fadeur reste plus petit que l’unité, et, 
par eonséquent, le reste de la série teud vers zéro. Donc 
elle représente (i + x)" pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre o et 

Mais si .r est négatif, rien ne prouve que le second fac- 
teur ne croîtra pas indéGnimciU avec ;i , et cela arrivera 
même certainement, à moins que Ô ne tende vers zéro; 
car l’expression ( I -+- Sx)" tendrait vers zéro* si la frac- 
tion I -I- ne s’approchait pas indéfiniment de runite. 
Il faut alors avoir recours à la seconde forme du reste , 
qui est 


m {//) — i). .{/Il ■ 


t.n...{n- I) 

, P III im — I )...(/« — /I -I- t 

l.c facteur — — 


Il -(-•Oj.-’ii — 9)"~' , 

L S 


tend 


I . 2 . . Il — I 

l’autre facteur devient, en remplaçant x par 


('iu*or«îV<TS Zf^ro; 


>Or 




I 0 \«-‘ 
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tt^iulra vt;is zéitj, à moins ([ue 0 ne teiule aussi vers zéro; 
el dans ee ras même celle expression est toujours moindre 
(jue runilé, ainsi que (i — Os)"'"'. Donc le reste delà 
série tend vers zéro, cl, par conséquent, celle-ci peut être 
employée pour toutc.s les valeurs de x comprises enln! 
—f~ 1 d — I • 

92. En prenant successivement F ( x ) = sin x , 
F (.r) = cosx, on est conduit aux séries suivantes, qui 
sont exactes, quel que soit .r:- 


sinx = X 


cos r - I 


X * x ' X ' 

1 .2. 3 I . . 3.4'5 1 .2.3, 4. 5. 6. 7 

x ’ . c ' x ‘ 

1.2"*" I . 2 . 3 . 4 1 • 3 . 4 • 5 . ’ 


Elles supposent le rayon égal à l’unité, c’est-à-dire que x 
désigne le rapport de l’arc au rayon du cercle; et sinx, 
cosx désignent les rapports des lignes auxquelles elles 
se rapportent, à ce même rayon. Dans le cas où il se- 
rait désigné par 11, on remplacerait dans les seconds 


membres x par R étant le rayon ; et dans les premiers, 

. sinx cosx , 

sinx et cosx par -ÿ— ’ ""r~' grand que soit x, 

les termes (inissent par aller constamment en diminuant; 
el comme ils sont alternativement positifs et négatif^, 
l’erreur commise en arrêtant la série à in*- terme quel- 
conque est moindre que le suivant. 

93. Considérons maintenant des fonctions de x -)- A, et 
soit d’abord F (x) = x"" ; on trouvera , quel que soit m , 


(x-h/i)" 


, mu/i — I ) . 

-t- mx"' /( - x"~* /l’-f-. . . 

1.2 


1.2 .. . (/! — .) 


. .{m — n I ) 

I . 2 ... H 


/("(x-t- W/)"-". 
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Le* rapport ilu leriiif de raiisç/'auprécédeiil est — — 
cl tend vers — - quaixl p auginciile indéfiiiinieiu-, la série 


ne sera donc eonvergenle que si l’oii a h x, abstraction 
faite des signes. Quant au reste, on reconnaitra, coiiiine 
dans le cas de (i + x)”, que si h est compris entre -f- .r 
et — X, il tend vers zéro; et la série représente par con- 
séquent (,r -t- /t)'". 

9-i. Soit encore 


d’où 



t'" i.r) = di; I . T! . . . (« — I ) : 


on trouvera 


log(j -+-/')= ■+ luge 


h- 
2,r ’ 


/i“_ 1 

6/1} "J 


La convergence de la série exige encore /< <^ x ; dans ce 
cas*, on rcconnaitra , comme dans, le cas de Iog(i 4-x), 
que le reste tend vers zéro, à mesure que n augmente, et 
(juc, par conséquent, log (x 4- h) peut se développer 
par la formule de Taylor, lorsque h est compris entre 
H- X et — X. 

On déduirait le développement de log [x -t- h) <le celui 
de log (i 4- x) , en observant que 

log(.r 4- /() — log J- = log 



et de même on aurait déduit le développement de (x+ //)"' 
de celui de (i 4- ■t)'”, eu observant que 

(.r 4 - Al”' — a-'" I t 4- - 

On développerait aussi en remarquant (pic 
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ri il l•(■sle^ail ù développer a'' par la formule donnée ci- 
dessus. 


5 ) 5 . Extension delà formule de Tuj lor aux fonctions 
de plusieurs variables . — Proposons-nous maintenant 
de développer I'(.t -t- /(, J + b) suivant les puissances de 
/tel A, F (x, _y) étant une fonction donnée. Pour cela 
nous considérerons d’abord la fonction F(.r-4-/it , j -f-At), 
cl nous la développerons suivant les puissances de t. par la 
formule de Maclaurin : il suflira ensuiiede faire t = i pour 
avoir le développement clierclié. Or, pour avoir les eoelB- 
cients des diiTércntcs puissances de t, il faut prendre les 
dérivées successives de F(x-t-/it , y-i-A/) par rapporta /, 
puis V faire t — o. On trouvera par la règle des fonctions 
composées de Ibnctions linéaires, en entendant cpie dans 
toutes les dérivées partielles de F (x, > ) on remplace .r 
et r par .r + A/ , ) -f- Av , 


il F il F 

lit 

F _d V 

lit lU 


il" F _ il" F 
dF~~~dx" 


// _f — p. / ^ 

r/F ' 

1. .. 

lUilj 

t r '* » 

• il" F 


"iû^> ily 

8 

T 


il" F 
th" 


X". 


Si- l’on fait t = o dans toutes ces dérivées partielles, elles 
deviennent celles de la fonction même F (x, y). On aura 
donc 


, ^ /'O', ilF ,\ 

F (,r -f /,/ , .> -h X t) F (.r, y) -f- h f X j 

l" lil"F , . d"F, \ 

I 

i .1 . . .// \il.r ‘ (/) ‘ ' 


I -t 


' J- I Wit, J -h üAl , 


.1- et F étant .remplacés [lar .r ■ f- OAt et y -h Oit dans le 
coetlieieni de l". Faisant maintenant t = i, ou aura le • 
développement cherclié : 
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pmit'Mi f[ui' loiuc» los tli’TÎvéfs partii'IIcs, jiiMiu'à l’oiiirr n 
inriusivcnieiit , soient continues entre x -I- h et y -f- k. 

< )n aurait uin? foriniile analogue si au lieu de F (j-, y) on 
avait une fonction d’uii nombre quelconque de variables. 

Pour que celle série, poussée indéiiiiimtMil, représente 
!•’ (x -I- h;y -f- A) , il faut que l’qnsemble des termes qui 
e\|)rinient le reste tende vers zéro; et l’on |K>urra s’en 
assurer en prenant la valeur de 0 qui rendrait ce reste le 
|>liisgrand possible, et clierebant si celle valeur inaxiiiiiini 
tend vers zéro lurs(|ue « croit indéliniuienl. Quand il 
arrivera que cliaque ternie du reste tende vers zéro, quel- 
(pie valeur qu’ait 0 entre o cl i , il sera prouvé que le 
reste lui -même diminue indéiiuimeni; et la fonction 
!•' (.e -t- A) sera iléveloppable en série suivant les 

puissances entières et positives de /< et A. 


5H). Si dans la formule précédente on failx = o,j =o, 
on a le développement de 1’ (/» , A) ; et si l’on change A et A 
en .ret J’, on obtient 



Dans toutes les dérivées partielles de F (.f, ) ) on doit 
remplacer x eij par o, excepté tiaiis les termes du reste, 
où ils^loivenl être remplacés par Oj', Oy. Si ce reste tend 
vers zéro ((uaml « augmente, F’ (x, y) peut se développer 
en série indéfinie suivant les puissances de X et t . On a 
ainsi la formule de Maclaurin étendue aux fonctions de 
deux variables; et on l’étendrait semblablement auxifone- 
lioiis d'un nombre quelconque de variables. 

I.es deux formules (i) et (a) peuvent être écrites comme 
il suit, y., s'i,..., «„ tendant vers zéro avec h et A ; 
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f)(‘s maximti r( ininiiiin dts foiirdons <1 une seule 
viiriable. 

U7. On dit (jn’uni; t'oiiction F (x) prtnid une valeur 
inaximiitn pour la valeur Xo de x, lorsque x croissant ou 
décroissant à partir de j-, dans un intervalle déterminé, 
quelque petit qu’il soit, la fonction F (x) est toujoürs 
moindre que I’(Xo). La valeur de la fonction est minimum 
lorsque, dans les mêmes circonstances, F {x) est toujours 
plus grand que F (x„). 

11 résulte de là que , pour que x„ donne un maximum 
ou un minimum pour F (x) , il est nécessaire et suffisant 
que F (xo -h h) — • F (xo) soit constamment négatif on 
constamment positif, quel que soit le signe de h , pourvu 
que sa valeur soit suffisamment petite. Il n'y a de règles 
générales, pour s’en assurer, que quand F' (x) est con- 
tinu dans le voisinage de x», i-t c'est le seul cas que nous 
examinerons. 

On aura alors 

fl) — = /iF'(x, -H 9/i). 

f,ors(|ue h tend vers zéro, F'(Xo-(-5/i) tend vers F'(.ro); et 
si celte dernière valeur n’élail pas nulle, le second membre 
changerait de signe avec It: la dilférence F’(.ro-t-/i) — F(x») 
ne serait donc pas de signe constant, quel tjue fût le signe 
dc/i, et par consé(|ucnt F(x) ne serait ni maximum ni mi- 
nimum, pour X = Xn. l ne condition commune an maxi- 
mum et au minimum est donc F' (xo) - — o, et c'est seule- 
ment parmi les racines réelles de l étjualion F' (.r) o 
qu'il faut chercher les s alcurs de .r propres à rendre F(.r) 
maximum ou minimum. La t aleur .Xo étant ainsi choisie, 
on aura 

A’ 

F (x. -I- II) — F (x,) = — F ' (..r, -f- 'l/l). 
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l,a limite de F" (.r„ -t- 6/() est F" (Xo) lorsijiie h tend vers 
■/,éro, et si F" n’esl pas uul, il est évident <|ue pour 
toutes les valeurs de h positives ou négatives, eoiiipriscs 
dans des limites sutlisaïuinent petites, le second membre 
et, par suite, la dilFéreuce F (Xo+/i) — F (Xo) conservent 
toujours le même signe. La valeur F(Xo) est donc maximum 
ou minimum. Elle est maximum lorsepte l’on a F"(Xo)<^o, 
et minimum si F"(xo)]>o. Mais si par hasard on a 
F"(xo) = o, on ne peut plus rien toiielure, et il faut 
mettre la diHérence sous une autre forme. Onpourra écrire 
dans ce cas 

F{.r„+ A)— K(x,)=: — F''(j,+ 0/;), 

et comme A’ change de signe avec /(, on voitquesi F'"(Xo) 
n’est pas nul, la dillérence rhaugerait de signe avec A ; 
il n’y aurait donc ni maximum ni minimum. 

Mais si l’"'(,ro) = O, on a 

F (j-, -I- AJ — F (.c,) = F'*(.c. -f- üA), 

et il est clair <pie si l'on a I’” (.f'o) <7 <» , la dillérence est 
constamment négative, et F(xo) sera maximum ; tandis 
ipie si«l’on a F" (.r„) ]> o, elle sera constamment posi- 
tive, et F(j'o) sera mlininum. 

Les mêmes raisonnements étant continués jus(ju’à ce 
que l’on obtienne une dérivéi' qui ne devienne pas nulle 
|>our x=.To, on ai'i'ive à cette conclusion générale, que, 
pour que Xo rende nuiximum ou tniuiiuiiui une Jhnclion 
dont les dciwccs sont continues, il faut que cette va- 
leur de X annule un noinhre impair de dérivées conse- 
cutives, a partir île la première; et lorsque cette con- 
dition est remplie, on a un maximum , si la dérivée 
suivante est rendue nc;;ative par cette valeiir rie x, et 
un minimum si cl/c est positive. 


Dflitized by Google 



PRKMItni' HABTIF,. lO" 

I ..1 rechei'ciic des inaxima et niiiiima est ainsi ramenée 
à la détermination des dérivées d'une fonction d'une seule 
variable, et des racines réelles d’une équation à une in- 
eoiinue. 

Si celte fonction n’est pas donnée d'une manière expli- 
cite, on formera scs dérivées par les règles connues, puis 
on appliquera la théorie qui vient d’ètre exposée, et qiii 
est indépendante des moyens à employer pour former ces 
dérivées. *\ous allons montrer quelle est, dans ce cas, la 
marche du calcul. 

98. Cas /les fonctions ini/j/icitcs. — Considérons une 
fonction liée à in — i variables par m — i étpiatious 
donnik» : soient, pour fixer les idées, les trois équations 

J. *.-«) = O, J', «) = o, .V, Z, «)= O, 

n étant la fonction dont il faut ti'ouver le maximum ou le 
minimum. 

Cn les diirérentiant , on lronv<' 

(IV HV (ly (IV (Iz dV du 

dx djr dx dz dx du dx 

dV , dV , dr dV, dz dV, du 

dx ([)■ dx dz dx du dx 

dV, dp, dr dp, dz dp, du 

dx dr dx dz dx du dx 

au nmven <le l'cs éiiuations , on éliminera — , et la'va- 

dx dx 

h-ui de ^ (|u’on en tirera, devra ensuite être égalée .à zéro : 

ou, plus .simplement , on remplacera ~ par zéro dans rcs 

.i. . dy dz , . . 

équations, puis 011 éliminera -~i — enUe le.s Jequaiion? 
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7i .77 ” 




l(/F| (/F, tif (/F, riz 

I th: ri) <ix~'^ riz <lx 

(/F, (/F, d/ (/Fj dz 

dx dy dx i/z dx 


KUiiiiiiaiU el on oblîondra une ôijuatioii ([tii, juiiile 


O, 1 ’, = O, détei'nii liera 


dx (le 

aux trois autres F — o, F, 

,r, y, Z, U. 

On didiérenliera de nouveau les équations (i) et l’on 

obtiendra la valeur de ; on v substituei'a les \aleurs 
dx' 

trouvées de y, z, n, et l'on reeonnaitra au signe de 
eette expression, s’il y a inaxiinuin ou ininimuui. Si l'on 

avait — o, on cbereberait les dérivées suivarfles de ii 
dx’^ 

par rapport à X, el I on y appliipierail la théorie préeé- 
dente. 

91). Pour éliminer des équations (a) , on peut 

se servir de la nu-thode dxs niidli/dicalctirs. Pour cela on 
multipliera les deux dernières par des facteurs indéter- 
minés X , U , et on les ajoutera à la première ; puis on éga- 
lera à zéro les cocflicients de el le li'rme indépen- 

dx dx ‘ 

daift ; ce qui conduit aux trois éipialions 
dF 

. • dx 

dF . dF, dF, 

. • d,' ' 77' “ 77 


• ^ 
dx 

. dF, 

' ' dy- 


dF, 

dx ~ "■ 


(/F .dF, dF 

dz ■‘■'77'^ “7/7 
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d’où l’on ôliiuiiu-i'u / et u-, ce qui <'omluira, comme on le 
sait par les théories de l’algèbre, à la même équation que 

si l'on avait éliminé autrement —■ Ce procédé decal- 

«X (/.r ^ 

cul a souvent des avantages sur l’antre. 

100. Considérons maintcuant une fonction de m va- 
riables, liées par ru — i équations: ce cas renferme le 
précédent, qui. s’en dcnluit eu supposant que la fonction 
se réduise â l’une des variables. Soient, par exemple, les 
trois é(piations 

!•' (-V, V, Z, «) = O, F, (x, X, Z, «) = U, K,(x, z, ii) = o, 

et soit proposé de "trouver le maximum de la fonction 
/(.r, ■)', Z, II). Dans ce cas aux équations (i) , dans le.s- 

quelles ^ ne serait plus zéro, enjoindrait la suivante : 

•f/y clf (iy i/f flz tlf du 

dx dr dx dz dx du dx ’ 


et de ces (luatre équations on éliminerait 4^ ^ . 11 

dx t/x flx 

en résulterait une équation entre j-, y, z, u, qui, jointe 

aux équations données, déterminerait ces quatre quanti tés. 

On ebereberait ensuite la dérivée seconde de J'{.r, > , z, u) 

, ,, P . d^r ti^z d-u 

par rapport a ; elle renicrmerait -^5 —, —, qui se- 


ront faciles à trouver au moyeu des trois étjuations (j) ; 

et l’on reconnaitrait , au signe de cette seconde déi ivée, 

s'l la fonction y'(.r,y, r, u) est minimum ou maximum. 

On peut remarquer que les équations entre lesquelles 

. , 1 . . dy dz du . , , . 

on a a éliminer -r-, -7-, seraient les memes si I on avait 
flx dx t/.r 

à ebereber le maximum de rime des fonctions !■’, I'’,, l-',, 
les deux autres étant égales à zéro, ainsi que /'. 


Digitized by Google 



I lO 


<U»UhS I) ANAl \SK. 


Des tnaxinia cl minimn des fonctions de plusieurs 
varnddes. 

101 . On dit qu’une fonction F (.r, j) des deux vanables 
indépendantes x, y acquiert une valeur maximum, pour 
certaines valeurs, Xo,j o> de x et lorsqu’en changeant 
ces variables eu Xo -t- A, J'o + A', /i et k étant des quan- 
tités arbitraires comprises entre o et des limites positives 
ou négatives aussi petites que l’on voudra, la fonction est 
constamment moindre que pour b's valeurs x», j'o~ Si , an 
contraire, elle était constamment plus grande, on dirait 
qu'elle est minimum pour ces mêmes* valeurs. 

D'après cela, la dillcrence 

F(x 4- /(, y h) — F(x, /) 

doit être constamment négative, quels que soient les va- 
leurs et les signes des quantités infiniment petites h et A v 
siF(x, y) est maximum; et elle doit être constamment 
positive dans le cas du minimum. De sorte que ce sera un 
caractère commun au maximum et au minimum, qu'elle 
soit invariable de signe. 

Nous ne considérerons que le eas où la fonction.'et scs 
dérivées, jusqu’à l’ordre dont on aura besoin, sont con- 
tinues. Les cas de discontinuité ne donnent pas lieu à des 
règles générales , et se discuteront suivant la question. 

D’après une formule précédente, nous aurons, en dési- 
gnant par a . , a, des quantités infiniment petites , 

F(x H- II, y-t-t.) — F(x, J") = -t- A 4- 

Si ~ et ^ sont dill'érents de zéro, le signe du second 
rfx ar 

membre, lorsque A et A tendront vers zéro, finira par être 
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•h' 


X. 


Or crue expression cliangc de signe si l’on eliangc h cl k 
désignes, sans changer leur grandi'iir ; donc F(,r, i) ne 
serait ni maximum ni minimum, et, par consécjui'iit, pour 
qu’elle puisse être Tun ou l'autre, il est indispensahle 
que l’expression précédente soit nulle; comme h et k sont 
indépendants l’un de l’autre, on devra avoir 

'!Z — 'il — 

ilx ’ ily 

Si ces conditions sont remplies, on aura 


F [x '-\r h, y + /.) — 



et si les trois dérivées du second ordre ne sont pas toutes 
rendues nullcs par les valeurs x, ) , le signe du second 
membre, et par suite de raccroissement, finira par èti’c 
le môme que celui du trinôme 

'^il - h/. '11 1 

itx' 2 dxil y 2 


Il faut que cette expression soit constamuK'nt négative, 
quels que soient h et A, pour que K (■*’» J') soit maximum, 
et constamment positive pour qu’elle soit minimum. Si 

on la divise pa'' ^ change pas le signe, on 

obtient 

ii^r ,k\ d’v 

(/>•’ \/i) ^ tlxdj \/i) d.r^ ’ 
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i‘l pour (jnc' fc Iriiiômt' ne eliant;e pas de signe, (juel que ‘ 
soit et ne soil jamais nul , il faut que l’on ait 


/r/’py ^d‘V 

\tiL<lyf f/r’ 

... . , f/ = F //‘F . , 

condition qui «■iitraine que — et — soient tie meme 
* ' rlx^ ih 


signe. 


Si elle est satisfaite par les \aleurs de .r et y tirées des 
deux équations 

dF r/F 

Sr~‘*’ r/r ~ 


la fonction F(x, y) sera maximum si — et .sont né- 
' ’ ' dx' dy'‘ 

gatifs, et minimum s’ils sont positifs. 

Si les tïois dérivées du serond ortire étaient milles, il 

faudrait que toutes celles dn troisième le fussent, et que 

le signe d’un polynôme du (juatrième degré par rapport 

à J fût constant ; ce qui conduirait à des conditions plus 

compliquées. On continuerait semblablement si les déri- 
vées du quatrième ordre étaient encore toutes nullcs. 

102. Ces raisonnements s’étendent facilement à une 
fonction d’un nombre quelconque de variables indépen- 
dantes; seulement les conditions se compliquent de plus 
en plus. Dans le cas de trois variables par exemple, on 
aura les trois équations 


r/F 


r/F 


r/F 


= O, = o, — — O, 
r/.r ily dz 


et il faillira ([UC le polynôme 


r/'F ,, '/’F,, r/’F „ 

h = 4- - — X ’ 4- — /' 

r/.r’ fty' dz' 

r/'F ,, i/’F ,, iX’F ,, 
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.soit constamment de même signe, quels (jue soient h, fc, /. 

Pour exprimer cette condition, on «fivisera d’abord par h 

et si l’on pose = ^~ = r/, on aura un polynôme de la 

l’orme 

\q' -f* B/>’ -I- 7.Cpq aDf/ K. • 

En le considérant relativement à la variable ç seulement, 
il faudra , pour qu’il ne change pas de signe , que l’on ait . 
quel que soit p, 

(C’ — AB)/7’ -4- 2 (CD — AE) /; + D> — AF < o. 

On posera sans difficulté la condition pour que ce poly- 
nôme soit de même signe quel que soit />, et l’on v ajou- 
tera , pour qu’il soit négatif, 

C’ — AB <: O. 

De même que le cas de deux indéterminées />, (j se ramène 
à une seule, on ramènerait celui de trois à deux, et ainsi 
de suite. 

10Î1. Cas d’une fonction implicite. — Proposons-nous 
de trouver le maximum d’une fonction z) en sup- 

posant les variables x, j", z liées par une équation 

F(jr, 7 , i) = O, 

en vertu de laquelle z est une fonction implicite des 
deux variables indépendantes x,_y. . » 

La théorie précédente exige que les dérivées partielles 
de/^(x, y, z) par rapport à x ct._y soient nullcs séparé- 
ment ^ ce qui donne 

' df df dz df dfdz 

dx~^ dz dx ’ <iy ~^ dz dy , 

équations dans lesquelles on mettra pour ^ leurs va- 
2* edit^ 8 
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couKS h’avai.'»»!-:. 


cl pour que ce irinôinc ne clianiic pas île si^ne, (|uel que * 
soit ji et ne soit jamais nul , il faut que l’on ait 


'Zîi' 

/ - dj ’’ 


(l‘V , , 

condition (lui eutiaine <iue - — et -- soient de ineine 
‘ ' (W d} 


signe. 

Si elle est salisl'aite par les valeurs de .r et v tirées des 
d('u\ équations 




la fonction r) sera maximum si — et - sont iié- 
^ f/x’ qr’ 

, gatifs, et minimum s'ils sont positifs. 

Si les trois dérivées du .second ordre étaient nulles, il 
faudrait que toutes celles du troisième le fussent, et que 
le signe d’un polynôme du quatrième degré par rapport 

à ^ fût constant : ce qui conduirait à des conditions plus 

compliquées. On eouliuuerait semblablement si les déri- 
vées du quatrième ordre étaient encore toutes nulles. 

102. Ces raisonnements s’étendent facilement à uni’ 
fonction d'un nombre quelconque de variables indépen- 
dantes ; seulement les conditions se compliquent de plus 
en plus. Dans le cas de trois variables par exemple, on 
aura les trois équations 


r/F _ r/F 
djr ’ dy 


r/F 

T' = 
dz 


cl il faudra que le polynôme 


d'V 

f/.r’ 


r/’F , , r/»F . 

* ~ i ' 7 ^ — TT 

dy^ dz^ 

d^Y ,, dn' 


Id -t- 2 


r/’F 

dülz 


/./ 
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scrtt constaimnenl de même signe, cruels cjue soient h, k, /. 
Four exprimer cette condition, on tiivisera d’aboitl par /r 

et si l’on pose - = f>, y = q, on aura un polynôme de la 

forme 

Xq' -f* -t- ïCfiq -f- 2D1/ -t- î.E/i + K. 

En le considérant relativement à la variable g seulement, 
il faudra, pour qu’il ne change pas de signe, que l’on ait , 
({uel que soit f>, 

(C — AB)/J> -I- ?.^CD — AE) H- D’ — AF < o. 

On posera sans difficulté la condition pour que ce poly- 
nôme soit de même signe quel epte soit />, et Fou y ajou- 
tera , pour qu’il soit négatif, 

C> — AB <: O. 

De même que le cas de deux indéterminées p, <] se ramène 
H une seule, on ramènerait celui de trois à deux, et ainsi 
de suite. 

103. Cas d’une fonction ùnplicùe. — ProjK)sons-nous 
jde trouver le maximum d’une fonction r) en sup- 

posant les variables ^ liées par une équation 

F(x, y, i) o, 

eu vertu de laquelle z est une fonction implicite des 
deux variables indépendantes x^y. 

La théorie précédente exige que les dérivées partielles 
de f{x^ y, z) par rapport à x ct.y soient nulles séparé- 
meu t ^ ce tjui donne 

■ df df dz df dfdz 

dx dz dx ’ tl } dz dy ’ . 

équations dans lesquelles on mettra pour ^ leurs va- 
2' edit. S 
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leui’s lir^cs des deux siiisantes; 


'/F ilF flz ir/F r/F <lz 

t/x riz tl.r ^ ’ riy riz rtr 

( )n aura ainsi deux équations ciilro x, y, z , qui , jointes 
à ) , s) = o, déiorminei-ont a', z. t)n formera en- 
suite les dérivées partielles du second ordre dé /’(.r, y, j;) ; 
elles dépendroiil de celles de r,'<pii seront délerininées 
par les règles de la dilTércnliation des fonctions implicites 
à deux variables. 

Kn général , quel que soit le nombre des variables qui 
entrent dans la fonction, et le nombre des équations qui 
lesJicnt, il suffira de reconnaître les variables indépen- 
dantes, et d'égaler à zéro les dérivées partielles de la fonc- 
tion par rapport à ces variables. Les équations qui en 
résulteront, jointes aux équations données, seront tou- 
jours en même nombre que les variables, et les détermine- 
ront. On formera ensuite facilement les dérivées partielles 
successives de la fonction par rapport aux variables indé- 
pendantes, et ou les soumettra aux épreuves établies dans 
la tbcoric précédente. 

104. Ou peut donner une autre forme au calcul du 
maximum ou du minimum d’ilnc fonction de ni -f-*« va- 
riables, liées par it équations, ce qui est le cas le plus 
général . 

11 y a alors m variables indépendantes, cl l'on devra 
égaler <à zéro les dérivées partielles de la fonction pat- 
rapport h chacune d'elles ; ce qui revient à dire qu’on éga- 
lera à zéro la difïérentielle totale de cette fonction , quelles 
que soient les valeiiis des différentielles indépendantes. 
Et , pour cela , on tirera des équations données les valeurs 
des ditféf-enliellcs des variables dépendantes en fonction 
de celles des variables indépendantes; on les substituera 
dans la'diiférentielle totale de la fonction proposée, puis 


Digitized by Google 


PRfMlKAK P.\RTIK. 

1 15 

on égalera à zéro les coefficients de toutes les différen- 

ticlles qui y seront restées. 


Soit J'\a fonction des m >/ variables 

Z, «, CIC., 

<{ui sont liées par les n équations 

• 

L = o, Mr=o, N = o,. 

• • > 

on aura les i é([uations suivantes ■ 


df , df ^ df ^ 

^ '/.r dr r+- -T- rfz -t- . . . 

(ix (iz 

= O. 

d\. , f/L , rfL , 

-- dx -H dy ->r -r- dz . 

d.T dy • dz 

= O, 

- dM , dM , dM , 

-— dx ■+■ dy -h -y- dz -h .. . 

, . dy dz 

.= O, 

dS , dy , dy , 

~y~ dx -h -j-y dy dz . 

= o, 


et l'on doit tirer des « dernières les valeurs des dilFéren- 
tielles des h variables dépendantes, les reporter dans la 
première , et égaler h .zéro les coefficients des m dillcren- 
lielles arbitraires qui y resteront. Fin d’autres termes, il 
faut éliminer n diirérenticlles de ces « -I- i équations, et 
égaler à zéro'ba coefficients de celles qui subsisteront dans 
l’équation finale. 

Pour faire cette élimination, on multipliera les n der- 
nières équations par des facteurs indéterminés p, v, etc., 
on les ajoutera h la première, et l’on égalera à zéro les 
coefficients des n dillcreniicllcs des variables dépendantes, 
ce qui déterminera )> , fz, v, etc., puis on égalera à zéro 
les coefficients des ni autres variables; ce qui revient évi- 
demment à annuler les coefficients desm-f-n^ifférentielles, 
après l'addition des équations, et à éliminer X, jx, v, etc., 
décès m -I- n équations; ce qui conduira A ni équations 
entre ,r, y', s, etc., qui, jointes aux «équations données, 

. 8 . 
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Jétorini lient les valeurs île ccs variables qui jieuveiii don- 
ner les niaxiina et iniiiima de la fonction proposée. On 
les distinguera ensuite au moyen des secondes dérivées 
partielles élc la fonction, comme nous l'avons fait eoii- 
iiaitre ci-dessus. 

On jx"ut remarquer que le calcul serait le même si l’on 
s'était proposé de trouver le maximum ou.le minimum 
absolu de y-f- AL -)- (/M -H ..., en ayant égard cnsuili' 
aux équations L = o, M = o. 

/ïfijiliaition à qucUjucs exemples,. 

lOfi. Trouver le minimum de x' ... x = 

Minimum de x = ; 

X fn 

Maximum de - x = e. 

X 

Partager un nombre en trois parties x, y, z , telles que 

. . * .r 1 3 

soit maximum, . . . — =a-. 

m n ^ P 
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API'I.ICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU GAECUI. 
DIFFÉRENTIEI.. 


Tmujetiles cl normales aux com bes planes. Expression 
(/éncrale de la longueur de la lanr/ente, de In sons- 
tangente, de la normale et de la soas-nonnalc. 

100. On appuJlo, en général , tangente à une courbe la 
liniile vers laquelle tend la direction d'une sécante qui 
passe par ifn point constant de cette co’urbe, et dont un 
second point d’intersection se rapproche indéfiniment du 
pieniier. 

L(‘s anciens donnaient des définitions moins générales 
de la tangenU? : on les a abandonnées, à cause du grand 
nombre d'exceptions auxquelles elles donnaient lieu. 

Si l'on désigne par F(.r, 'j) = o Fécpiation d'une 
courbe quelconque, et par x', j' les coordonnées du 
point de cette courbe, auquel on veut mener une tan- 
gente, l’équation de la sécante menée par ce point et par 
celui dont les coordonnées sont.r'-t- Au ', y ' A) ', et 
([ui appartient aussi à la coucIk*, sera, dans un sy.s- 
lènie (juelconque d’axes, 

, \r' , M 

.y-x 

A mesurf que le seconjl point d'intersection se rap- 

proche du premier, -^—7 tend vers la dérivée d<! ) parrap- 

|K>rt à . 1 ’; il existe donc une direction limite pour la 
sécante, et résiliation de cette droite (|ue nous appelons 
langi'iilc est 
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Le coollicient -jp sera déterminé en fonction de x', 
d’après les règles du calcul diilérentiel , au moyen de 

l'équation F(x, y) = o, qui donne 

L'équation de la tangente devient ainsi 




■ )<7P = °- 


107. On appcMc normale la perpendiculaire à la tan- 
gente, menée par le point de contact. Si les axes sont 
rectangulaires,' son équation sera 


.r— .r' = — jr'l, ou j~x' 
■ 

ou encore 


dy> ' 


-x'), 




■y)~ 

^ > dx' 


’dy. 


Si les axes des coolxlonnées font entre eux un angle 
quelconque Q, l’équation de la normale aura la forme 
suivante : 


, ,JdF dF A , ,,/rfF d¥ \ 


Si les coonlonnées x',j' n*étaicnt pas données et que 
la tangente, ou la normale , fût assujettie à passer par un 
point donné; ou bien à être par.illèle ;i une droite don- 
née, on obtiendrait immédiatement, d'après les équa- 
tions précédentes, une équation entre x\j , qui, jointe 
.à relit; de la courbe, déterminerait ecs deux inconnues. 
Si , au lieu de clierclier les solutions réelles de ces deux 
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é(]ualioiis, on conslruisail les lieux }>éométriqiu*s (|ii'elles 
reprt'senlent , en y regardant x', y' comme variables, les 
points d’inturscction de ces lieux, dont l’un est la courbi- 
proposée j s'eraicni les points de contact cherchés. 

t08. On appelle sous-tangenlc et soiu-nornuila les 
parties de l’axe des x comprises respectivement entre le 
pit-d de l’ordonnée.du point de contact et les points où cei 
axe est rencontré par la tangente et la normale. Elles onl 
pour expression la valeur de x — x' relative à v = o dans 
les é<}uations respectives de la tangente et de là normale. 
Elles seront, dirigées vers les x positifs ou négatifs, à 
partir du pied de l’ordonnée, suivant que x — x' sera po- 
sitif ou négatif. 

Nous appellerons longueurs de la tangente et de la 
normale les parties de ces lignes comprises entre le point 
de contact et les points où* elles coupent respeclivemcnl 
l’axe des x. 

Il est facile d’obtenh- l’expression de ces dill'érentes 
lignes. Nous supposerons, jxiur plus de simplicité, les 
axes rectangulaires, et nous représenterons par T la tan- 
gente, par N la normale, par S, la sous-taugeiite, et par 
S„ la sous-normale. Cela posé, on trouvera facilement les 
formules suivantes ; 



KKf. Si l'on applhpic toutes ces loriiiules à t'elli|>se et 
à riivperbole, renfermées dansj't^uation 

n'v ’ it =:rfc; 
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on trouvera les résultats suivants ; 

— x') = o )■ . . 

} eiiuation ue la taneentei 
ou rt 'zt é'xar' = ±« Vi’ ) 

b’x'{y — J-' (x — x') = o, équation de la normale; 

^ _i>x' 

— ; > Sfl — 1 


T = h'x’’, N = V'o'7"-)- i-'x'’. 

b* X fl* • • 

1 10. Si l’on considère la parabole ayant pour équation 
y' = ipx , on trouvera 

{y~y')r' -i>{x — x:') = o 
ou yy' = p[x-xx') 


équation de la tangente; 


y — y' — — — (x — x'), * équation de la normale; 

,= ax', S. = /^, 

T = v/ax' (ax' -t-jji), N = v6»(âx' - h/i). 

ill. Considérons maintenant la logarithmique ayant 

pour équation y = al a cl m sont des lignes données , 

et les logarithmes sont relatifs à la base de INepcr, ce qui 
ne diminue en rien la généralité de l’équation. On aura, 
dans ce cas; 

'jL — -- 

l/x X 

V. — y' = — x'), équation de li tangente; 


y — y' = — équation de la noiiiiale; 


S, =: — x' 1 
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Si 1 ou prend la sous-tangcüite et la sous-normale sur 
Taxe des > au lieu de l’axe des x, elles auront pour expres- 
sion la valeur de y — y' relative à a; = o. 

On U’ouvera ainsi 



a 


112. Considérons encore la courbe nommée cyc/oïr/f , 
tpii jouit de plusieurs propriétés très -remarquables. 

Elle est engendrée par un point de la circonférence 
d^m cercle qui roule , sans glisser, sur une droite indé- 
finie à laquelle il est tangent. Elle se compose d’une infi- 
nité de branches superposables, ayant chacune pour base 
une partie de la droite égale à la circonférence du cereh' 
mobile. 

Prenons la droite donnée pour axe des x, et l’origine 
en un quelconque des points où elle est rencontrée par la 
courbe. Soient B [fig- i) le point de contact du cercle gé- 
nérateur avec l’axe desx, et l’arc MB égal à AB; le point 
M appartiendra à la cycloïde,. Désignons par w l’angle 
MOB qui pourra prendre toutes les valeurs depuis 6 jus- 
qu’à ± oc ; il est facile d’établir les équations suivantes , 
dans lesquelles a désigne le rayon du cercle : 

j: = rt (w — sin (u) , y = a [i — eos m). 

Ces équations ont lieu dans toute l’étendue de la courbe. 
L’équation entre x et^) sera 

fl— y — ; 

X a arc cos \ aa/ — y , ♦ 

a 

• 

mais il faudra avoir soin de changer altenialivcment le. 
signe du radical dans les deux moitiés de chacune des 
branches successives. Dillcrentiant ces équations, ou 
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aura 


dj: = a ( I — cos w) </w = ydw, il) = a siii tirh.i. 




), équation de |.a tanjjente; 
j;'), équation do la nonnule ; 

= )[^' z= MB. 


La valeur de S„ ou de N prouve que la ligne MU est la. 
normale, et, par suite, que la tangente est MC. 


Formules analogues en coordonnées polaires. 

113. Soit l’étjuation^F (5', r) —o entre les eoordonqées 
polaires 0 et r, et proposons-nous de déterminer la tan- 
gente au point M {Jig. 2 ) de la courbe qu’elle représente. 
Pour cela , clierclions l’angle p que fait cette tangente avec 
le rayon vecteur O.M ; le triangle KMN donne 

KM _ sinN_ 

ÎCN — suÎKmS’ 

d’où , en passant aux limites , * 


rM ; 



La sous-taugentc et la sous-norm.ale se rapportent .à la 
perpendiculaire au rayon vecteur, menée par le pôle. On 


D^itized by Google 


PUEMIt.UK PA&TII-. 


I 2 ^ 

trouvera immédiatement les formules suivantes : 

„ r’ tir 

S,= rtang^ = ^, S„ = -., 

M 

/ 710' / 7lr' 

T = ry/.-t-r>-, N = y/r. + _. 

Appliquons ces formules à quelques exemples. • ■ 

114. Soit d’abord la spirale d’Archimède: . . 

r:=ini, tangu = 0, S„ = a. 

On voit que la sous-normale est constante et que la courbe, 
tangente à l’axe, au pôle, tend de plus en plus à être per- 
pendiculaire au rayon vecteur. 

Soit maintenant l’équation r = - de la spirale hy- 
perbolique : 

dr a , c- 

- = tangp = -0, S, = -«. 

Ainsi, dans celte courbe, c’est la sous-tangente qui est 
constante. 


Considérons encore la spirale logarithmique dont Té- 
quation est 


r = fl , 


• 

tang U = — > S, 

^ .OT 

r 

= — , s, = mr, 

m 


T. V'i -t- 

1 = r — ' • - î 

m 

N ~ r\j \ m'. 


i.a valeur de tang u montre 

que le rayon vecteur est Ion- 


jours également incliné sur la tangente- 

Les valcur.s de S, et .S„ pioinent que les cxlrémilés de la 
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normale el de la langente décriveul des spirales ideiiti- 
«|ues avec la première, et semblablement situées par rap- 
{K)rl à des axes dill’érents passant par le luènu' pôle. 

Les mémos formules s’appliquent très-simplement aux 
sections coniques. • 

Théorie des (isjmptoles. 

1 lo. On appelle asymptote d’une branche de courbe 
infinie une droite telle, que les points de cette courbe 
s'en approchent indéfiniment sans jamais la rencontrer, 
h mesure qu’ils s’éloignent indéfiniment sur la branche 
(]ue l’on considère. 

Toute asymptote non parallèle à l’axe des y aura une 
équation de la forme 

_r = Ax /, 

A et l ayant des valeurs finies. 

La branche de courbe aura pour équation 

« 

J- = Ax -h t -y- 

V étant une fonction connue ou inconniH! de x, mais 
qui tend vers zéro à mesure que x augmente. On en déduit 

A = lira -1 /= lim(y — kx). Réciproquement, des va- 

b'urs de A et / ainsi déterminées pour une branche réelle 
lie courbe correspondront nécessairement à une asymp- 
tote do cette brauche, puisque jy — kx — / a jiour limite 
zéro, pour les points de cette branche dont l’j: croît indé- 
liniment. 

Les asymptotes parallèles à l'axe des x correspon- 
ilront aux valeurs de A égales à zéro. Pour trouver le.s 
asymptotes parallèles à l’axe des y, ou considérerait l"é- 
(juation .r = k'j -f- /' el l'on ne s’occuperait (pie des va- 
leurs de A' égales à zéro. 
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ilG. Appliquons fes ronsidcraiions à une courljc dont 
l’équation peut sc partager eu plusieurs parties lioino- 
genes par rapport à x,j, et peut être mise, par eonsé- 
quent, sous la forme suivante, où nous supposerons les 
e\{>osants de .r décroissants : 


•T "F 




Soit - = p, d'oùj'=px-, il faudra d’abord trouver la 

limite de /> pour x = oo. 
r.a substitution donne 

ar" F(/>) -F -t- . . . = O , 


t'0>) 




et à mesure que x augmente, F(/>) s’approche de zéro ; 
donc les valeurs limites de p, c’est-à-dire les valeurs de à, 
sont des racines réelles de l’équation 

F(/î) = O. 

Il reste à trouver la valeur de / correspondante à une 
valeur de à; {>our cela on posera — Ax = t, et l’on cber- 
cbera la limite de f. 

L’équation de la courbe devient, par cette substitution, 
-F 

mais puisque F(A) = o, on a 

0 étant compris entre o et 4- i ', on a donc 

r""' fF' 0 0 -t- -t- -f-. . .= o. 
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OU 




Si w = « + 1 , X = 30 donnera pour limite de t, c’est- 
à-dire pour valeur de / , 

fik) 




Si m > -h i ,.on a 


F'(X) 


1 = 0. 


Si m H I, f n’a pas de limite, cl il n’y a pas 
d’asymçtote pour cette valeur de h. Ainsi , en général , l’é- 


quation de l’asymptote sera ) = tix — 


A± 

F'(X) 


/(A) se 


l’apportant aux termes de degré rn — i , et devenant nulle 
si n<^ni — I : il n’y a pas d’asymptote si n ^ — 1 . 

Si n <C. fn — I , l’érpation de l’asvmptote est de la 
forme r — A*x = o. 

Si , dans le cas de n = in — i , la valeur de k tirée de 
F(A') = O satisfaisait aux é(|ualinns F’(A) = o,f[k) = o, 
l’équation de l’asymptote deviendrait indéterminée; et 
l'on ne pourrait en tirei’ l’équation cliei’cliée, parce que le 
terme en x"'”’ devient du même ordre que les deux pre- 
miers, et ne peut plus être négligé. 

Dans ce cas, l'équation <]ui détermine la limite de tse 
mettrait sons cette forme 

F" (^^4 0 -(- JT—' tj' + 0. 

+ o, 

x"«-»(jj étant le troisième terme de Kéquation pro- 
posée . 

Divisant par et passant à la limite, f sera déter- 
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miné pai' l'équaliuii 


1 7.7 


-+■ + Ÿ \^) = “• 


On agirait semblablement si ees trois nouvelles fone- 
tions devenaient tmlles, pour egtte valeur particulière de k. 

Si tt m — iv et F' (A) = o, on n'a plus nécessaire- 
ment / = O. 

H7. Si la courbe est rapportée à des coordonnées po- 
lairos, v>n connaîtra toutes les directions qui peuvent 
•lonner des asymptotes, en clicrebant toutes les valeurs* 
de Ô (juj donnent à r une valeur infinie. 

Soit a une de ces valeurs de 0, on cherchera la limite 
de rsin (0 — a) qui est l'expression de la perpendiculaire 
abaissée d'un point quelconque de la courbe sur la droite 
menée par le pôle sous l’angle a avec l’axe. Cette limite 
sera la distance de celle droite à l’asymptote, et le signe 
dont elle sera all’ectée fera connaitre de quel côté elle se . 
trouve. Si le produit /'sin(0 — a) croît indéfiniment, il 
n'y a pas d’asymptote dans cette direction. 

. On trouvera le même résultat en cherchant la limite 

tie r(9 — oc) ou celle de r sin (6 — oc), puisque la limite de 

sin (0 a) . 

— x’ ' est 1 unité. 


118. Soit pour exemple l’équation générale 


F(0)/-“ +/(0)r— ' -H A,r"-’ -H. . . -h A„ = o, 

A,, Aj,..., A„ étant des fonctions quelconques de 0. 
l.'é([ualioD F (5) = o fera connaître toutes les directions 
possibles des asyrnptotes. Soit oc une des racines réelles de 
celte équation et û = ac -l-^d ; puisque F (oc) = o, on aura 
F (* -I- d) = cîF' (oc ■+■ OJ) , et l’éijuation de la courbe de- 
vient alors , en divisant par r""'. 


rà . F'(a -t- 0'î) -f- y(a -f- >î) -f- . . . = o. 
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Lorstjuc rili’viciu indiri, il ne iTst<* plus (|ue les deux 
premiers termes, et l’on trouve 


liin 1(0 — St) = lim ri =: — 


/w 


Si l’on avait _/’(a) = o, F' (a) = o, on agirait comme 
dans le cas précédent. 

1 19. Soit proposé de trouverles asymptotes de la coui'be 
ayant pour équation 

« r ’ i.rj- -4- f jc ’ -f- f/r -)- cr -t-y = o ; 

ou a, dans ce cas. 


. . 

/i ;/) = M -h r. 

z= — V — 1 ce qui exclut l’ellipse. 

2« 

L’équation de ces asymptotes devient 

flA c 

V = 7 r 

2«4 + Il 

Le dernier terme devient infini dans le cas de la para- 
bole, cl, par conséquent, l’hyperbole est la seule courbe 
du second degré cpii ait des asymptotes. 

120. Soit maintenant y = équaiion de la loga- 

rithmique, qui ne rentre pas dans la classe générale con- 
sidérée ci-dessus , jiarce que e"^ n’est pas d’un degré fini 
par rapport à .r. 

On clierehcra toujours la limite de^, et ensuite celle de 
) — kx. 

On trouve immédiatement o ; ensuite la limite de y 
est zéro, et correspond aux x négatifs. L’asymptote est 
donc l’axe des .r, et dans la direction seule des a: négatifs. 

121. Dans le cas de la courbe, appelée fo/inin de 
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Descartes, et dont l’équation est 

a:* — iaxy - -- o, 

on trouvera une asymptote ayant pour équation 
y X — a. 

122. L’équation J ’ = cos^ conduit à A = o, / = ± i. 
La courbe a donc pour asymptotes les deux droites 

y =-y i, y =~ i. 

123. L’équation y — a ■ représente une courbe qui 

a l’axe des x pour asymptote , et qui a cela de remar- 
quable, qu’elle passe alteniativement d’un côté et de 
l’autre de son asymptote , jusqu’à l'infini. 

124. L’équation y = n sin^ donnera encore y = o 

pour l’équation d’une asymptote. 

Elle offre en outre une particularité remarquable : elle 
s’approche indéfiniment de l’axe des y dans la partie com- 
prise entre J = — a^y —y- a. C’est donc là un véri- 
table asymptotisme , puisque la longueur de la eourbe 
augmente sans limite, en se rapprochant indéfiniment 
d’une droite fixe. 

Cette courbe ne diffère pas de celle qu’on obtiendrait 
en enveloppant sur un cylindre une hyperbole équilatère 
dont une asymptote serait parallèle au plan de la base, et 
projetant la courbe résultante sur un eertain plan passant 
par l’axe du cylindre. 

12o. Soit maintenant l’équation polaire d’une hyper- 
bole , par rapport à un de scs foyers , 

{a — c COS 0) r z= b\ c =. \ a ' è ' ; 

2' édit. (1 
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cosa =: -» lininî = b. 
c 

Lus deux asymptotes se trouveront ainsi déterminées. 

126. Soit encore la spirale liyperLoliquo 

(0 — m) r = a ; 

on trouvera 

ot = w , lim = a. 

127. Des asymptotes considérées comme limites des 
tangentes. — F.n partant de l’équation ci-dessus 

qui renferme non -seulement toutes les courbes algé- 
briques, mais encore toutes celles dont les termes ont 
des degrés' déterminés par rapport à x et y, on arrive à 
une propriété remarquable des asymptotes, qui consiste 
cil cc qu’elles peuvent être considérées comme limites 
des tangentes à la branche de courbe à laquelle elles se 
rapportent. 

Nous pouvons supposer à l’axe des y une direction 
arbitraire, et alors - tendra vers une limite (inic A qui 
sera racine de l’équation 

F(X)=o. 

Cela posé, soitç(x,_y') le premier membre de l’équa- 
tion ( I ) , on aura 

djr _ t'(j) 

dx ?'(r)’ 
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d’où ]’on tire ' - 

dr _ r ^ (x) (x ) -*- • • • , 

Or, si l’on fait croître x indéfiniment, F tendra vers 
zéro, et l'équation (a) donnera 

(3) lim-^ = lim$^. 

' ' X nx . 

Ainsi d’abord, lorsqu’une branche de courbe a une 
asymptote, sa direction est la limite de celles des tan- 
gentes à cette même branche. 

Cherchons maintenant la limite du point où la tan- 
gente rencontre l’axe des jr, et dont l’ordonnée est 



L’équation (2) donne 



Supposons d’aboixl n — m — 1 ou n <^ni — t , auquel 
cas la branche de courbe aura une asymptote; ou aura 
alors 



Or cette expression peut être simplifiée au moyen de .> 
l'équation (1). F.n efTet, en divisant cette dernière par x'"“' 
et supposant d'abord n = tn — i , 011 obtient, en faisant 
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croitrc x indéHiiimcnt, 


L’équation (5) donne ainsi 




et , par suite, 


lim 


^dx)- F'(^)’ 


donc la tangente coupe raiic des j’ en un point dont la 
limite coïncide avec celui où ce même axe est coupé par 
l’asymptote. 

Si Ton avait n<^m — i , la fonction y'n’existcrail pas, 
et l’on trouverait 



L’asymptote et la limite des tangentes passeraient alors 
par l’origine. 

Supposons eiiGn n m — i , alors la branche de 
courbe infinie n’a pas d’asymptote. Faisons «=;« — i-i-d; 
l’équation ( i ) , divisée par .r", donnera 


-p(i) +/(i)] = 0, 


et, en introduisaut cette condition dans l’équation (4) , 

on trouvera que j — deviendra infini avec x, et, par 

conséquent , qu’il n’y a pas de limite pour le point de ren- 
contre de la tangente avec l’axe des y. 
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« 

On arrivera doue, dans tous les cas, au même résultat, 
soit en cherchant l’asymptote d’une branche inimic, soit 
eu cherchant la limite des tangentes. 

Mais il faut bien remarquer que nous entendons ici , 
par limite des tangentes, la droite qui , menée sous l’in- 
elinaison limite, coupe l’un des axes, celui des y par 
exemple, au point limite où cet axe est coupé par la tan- 
gente variable. Ce ue serait pas déterminer une droite, 
i|ue de dire simplement qu’elle est la limite d’une droite 
mobile qui ne reste pas toujours parallèle à elle-même. 

Kn ellet, cette droite est située de la même manière pat 
rapport à des droites parallèles entre elles, quoiqu’elle 
les coupe en des points qui peuvent être fort éloignés les 
uns des autres; et si elle s’approche indéfiniment de I une 
de ces parallèles, elle s’approche également des autres, à 
partir des points respectifs où elle les coupe. 

La démonstration que nous venons de donner se déduit 
si simplement de la forme de l’équation ( i ) pour laquelle 
nous avions calculé l’étjuation générale des asymptotes, 
que nous avons cru ne pas devoir l’omettre. Mais préci- . 
sèment parce qu’elle est fondée sur cette forme, elle n’a 
pas toute la généralité qu’on pourrait désirer, et nous 
allons traiter la question , indépendamment de toute forme 
[>articulière d’équation. 

128. l ue asymptote est, en général, la limite des 
tangentes. — Considérons une branche infinie de courbe 
<|uolcoiiquc ayant une asymptote AX {fig. 3); cette 
4'ourbe n’étant pas donnée par une é(|uation, il est 
nécessaire d'en connaître certaines conditions géomé- 
triques bien déterminées, sur lesquelles le raisonnement 
j)uisse SC fonder, ^ous admettrons, comme seule défini- * 
lion de cette courbe, qu’elle est telle, que depuis un cer- 
tain |K>inl B justpi'à l’infini, ses [Kiints aillent coiistam- 
nient en .s’approchant de AX, et que l'inclinaison de sa 
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tangente .sur AX varie toujours daus le même sens. 11 est 
d’abord évident que depuis le point B la courbe est con- 
vexe vers AX; car la tangente en un point quelconque 
rencontrera AX au delà de son point de eontact, puisque 
les distances à AX vont en diminuant de ce côté : si donc 
la courbe était concave vers AX, et, par suite, comprise 
entre AX et sa tangente, elle couperait AX , ce qui est 
contre l’hypotbcse. 

Cela posé, menons une droite fixe quelconque AY ; 
prenons sur cette droite un point P plus rapproché de AX 
que ne l’est le point B, et menons la droite indéGnic PU 
parallèle à AX. Elle coupera nécessairement la courbe en 
un seul point .M, qui sera d’autant plus éloigné de AY que 
AP sera plus petit. 

^ Si maintenant on joint le point P successivement aux 
différents points de 'la courbe situés au delà deM, cetu? 
droite coupera néce.ssairement AX, et, par conséquent, 
rencontrera auparavant la courbe en un second point. 
Cette sécante, tournant continuellement autour de P, de- 
viendra tangente dans une position unique PQ , et le point 
de contact N sera au delà de M. Or les tangentes aux 
points situés an delà de ^ couperont nécessairement PQ 
entre X et Q, et AX au delà de Q; elles couperont donc 
A Y entre A et P; et comme PA peut être supposé aussi 
petit qu’on voudra, il s’ensuit que les tangentes à la 
courbe couperont AY en des points qui iront constam- 
ment en s'approchant de A, et que leur ilistancc à ce 
point a pour limite zéro. Comme d’ailleurs l’angle qu’elles 
fout avec AX a zéro pour limite, on peut énoncer la pro- 
position suivante, qu’il faut entendre avec les restrictions 
indiquées ci-dessus ; 

fjorsrpt’iinc hrnnche iujlnic a une asYiiiptotc , les Inn- 
geiiles à celte branche coupent une droite fixe non pa- 
rallèle h l'as-} niptole, en des points ipii ont une linnic 
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à rticsurc (fiui le jwint de contact s'éloigne indéfiniment; 
leur direction a de meme une limite, et si l’on mène par 
le point limite une droite dans cette dernière direction , 
elle coïncidera aoec l'asymptote, 

129. Si les conditions géométriques que nous avons 
a'dmiscs n’existaient pas , il serait possible que la branche 
de courbe eût une asymptote, et que les tangentes n’eussent 
pas de limite. 

En ell'et, si l’inclinaison de la courbe ne variait pas tou- 
jours dans le même sens, les tangentes aux points situés 
au delà de N pourraient ne pas couper PQ entre P et Q, 
et, par suite, AY 'entre P et A ; rien ne prouverait alors 
<(ue leur point de renconlre avec AY aurait une limite, 
et il est même facile de trouver des cas où cela n’a pas 
lieu. 

Soit, par exemple, l’é(|uation 

a -y- siii.r 


m étant positif et « i . La courbe est tout entière au- 
dessus de l’axe des x\ de plus, elle s’en approche indéfini- 
ment, et, par conséquent, cet axe en est une asymptote. 
Cherchons maintenant le point où la tangente coupe l’axe 

des ) . Son ordonnée y — j" a la même limite que — ^ 

puisque l’ordomiée y du point de contact tend vers zéro. 
Mais on a 


<‘r 


e -y- = cosx • 
dx 


( a -[- sin jt) 


l'xpression dont le dernier ternie tend vers zéro. 11 reste 
donc à trouver la limite de .r cos x. Or cc;tte limite » 
est zéro lors(|ue l'on a ;/i ^ i , et alors la tangente a une 
limite, <pii se confond avec l’asymptote. Mais si l’on a 

m = t , ou ni I , 
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x'^ sera iiuléleriniiié; il pourra avoir toutes les valeurs 

comprises entre deux limites finies dans le premier cas, 
, et infinies dans le second. D’où l’on voit qu’une brandie 
de courbe peut avoir une asymptote , sans qu'il existe 
une limite pour ses tangentes . 

Il est bon de remarquer que la tangente , considérée à 
partir do son point de contact, tendrait indéfiniment vers 

m ■ 

l’axe des x, parce que j- et ^tendent vers zéro; mais si on 

la prolonge jusqu’à l’axe des elle s’écarte de l’axe des x, 
de quantités finies, ou même croissant indéfiniment, 
comme nous venons de le démontrer. Or, dans ce cas, on 
dit qu’une droite n'a pas de limite, parce que c’est tou- 
jours à l’origine et aux axes fixes qu’on la rapporte. 

130. Tonte limite des tangentes est asymptote . — 
Celte réciproque de la proposition précédente peut être 
démonlrtie comme il suit. » 

Soit X'X (Jig. 4) une droite vers laquelle convergent 
les tangentes à une branche de courbe infinie: et par là 
nous entendons que ces tangentes font avec X'X un angle 
<pii tend vers zéro à mesure que les points de contact s’éloi- 
gnent indéfiniment; et que si par un point A pris sur 
X'X, on mène un axe fixe AY, il est coupé par la tan- 
gente variable en un. point dont la limite est A. 

Considérons maintenant une tangente quelconque PQ; 
il est admis qu’à partir d’une certaine position du point 
de contact justju’à l’infini, le point P va en se rappro- 
chant indéfiniment de A, et que l’angle .'IQP tend vers 
zéro, CCS deux quantités conservant leurs signes, ou en 
' changeant d’une manière quelconque. Or il est évident que 
si le point de contact M est toujours situé dans la partie 
PQ de la langeiile, quel <juc soit l’angle di’s axes dans 
lecjuel elle se ti'ouvc. sa distance MT à X'X l'sl moindre 
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que PA, et, par conséquent, il s’approche indéfiniment 
de X'X , puisque la limite de PA est zéro par hypothèse. 
Donc, dans ce cas, la ligne X'X est une asymptote. 

Ce cas est celui qui aura lieu, par exemple, lorsqu’à 
partir d’une certaine position de la tangente , le point Q 
ira toujours en s’éloignant, et le point P en se rappro- 
chant de A; car les intersections successives des tan- 
gentes se feront toujours dans l’angle YAX , et, par suite, 
les limites de ces points , ou les points même de la courbe, 
y seront renfermés. 

Il reste donc à considérer le cas où le point de contact 
serait en dehors de la partie PQ. Or nous allons démon- 
trer que la tangente ne pourrait alors avoir pour limite 
X'X, à moins que les points de cette branche de courbe 
ne s’approchent indéfiniment de cette même ligne X'X, 
qui sera par conséquent encore une asymptote. 

Concevons, en edet, une branche de courbe infinie dont 
l’ordonnée ne tende pas vers zéro , et dont la tangente fasse 
avec l’axe AX {J‘g- 5) un angle ayant zéro pour limite. 

L’ordonnée pourra croître indéfiniment ou rester li- 
mitée: dans oc dernier cas, elle pourra tendre vers une 
valeur déterminée; elle pourra même osciller entre des 
limites déterminées , de telle sorte que , quelque grand que i 
soit X, la courbe reste, ou du moins revienne, à cer- 
tains intervalles, au-dessus d’une parallèle située .à une 
distance finie de AX. Or nous allons démontrer que, 
<lans ces différentes hypothèses, AX ne peut être la limite 
des tangentes. 

En effet, supposons d’abord que l’ordonnée croisse in- 
définiment, et menons à AX une parallèle C'.V, à une dis- 
tance AC aussi grande que l’on voudra de AX ; cette 
parallèle rencontrera iiéci^saireinent la courbe en un 
certain |x>lnl .M, et la distance _CM pourra dépasser 
toute grandeur donnée. Si maintenant par le point C 
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et un point M' de la courbe, situé au-dessus de (’V à 
tme distance aussi petite (ju’ou voudra de M, on fait 
passer une ligne droite, on sait que, quelque petit que 
soit l'angle qu’elle fera avec AX, elle finira par i-en- 
eontrcr la courbe en un second point au delà de MM', 
puisque l'angle de la tangente à la eourbc avec AX tend 
vers zéro. Donc, en faisant tourner cette droite dans le 
même sens, elle (inira par devenir tangente en un j)oiiit 
situé au delà de M. Donc, en prenant des points assez 
éloignés sur la courbe la tangente coupera A Y en des points 
C situés à des distances aussi grandes qu’on voudra de A. 
Donc enfin les tangentes n’ont pas pour limite AX. 

Supposons maintenant que l’ordonnée no croisse pas 
indéfiniment, et que les points de la courbe restent con- 
stamment au-dessus d’une droite MJ menée parallèlement 
à AX à une distance détertninée did'érente de zéro, ou bien 
passent au-dessus et au-dessous de BlJ à des intervalles 
(juclcoïKjucs; Considérons un point M de la courbe situé 
au-<lcssus de MJ à une distance de AY plus grande qu’une 
«piantité donnée quelconque, et menons, par ce point, 
MD parallèle à A.\ (>)• F-n raisonnaiK comme dans 

le cas précé-dent , nous démontrerions qu’il existe une 
tangente en un point situé sur la courbe , au delà de M, et 
rencontrant A Y en D, et, par conséquent, au-dessus 
de li; d'où il suit que AX n’est pas la limite des tangentes. 

Donc enfin AX ne serait pas la limite des tangentes si 
les points de la courbe étaient situés en dehors de la partie 
<lc la tangente comprise entre les deux axes, et qu’en 
même temps leur distance à AX ne tendît pas vers zéro. 
Mais si cette <listance tend vers zéro, AX est asymptote. 
D'où il résulte enfin que, quelque paît <]ue soit situé le 
(wiiiit de contact sur la tangente variable, si cetn- droite 
tend vers une limite, xlans le sens précédemment défini , 
rcHc liinîte est une asyniplotc . 
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DifférentieUes de l'an', de l’aire cl de l' inclinaison 
d’iine courbe plane. 

131. On ne peut attacher un sens précis à la longueur 
d’une courbe, (ju'en donnant ce nom à la limite vers la- 
quelle tend le périmètre d'un polygone inscrit datis cette 
courbe, à mesure que ses côtés tendent vers zéro. 

Mais il faut démontrer que cette limite existe et est 
unique, quelle (jue soit la loi suivant laquelle les côtés 
de ce polygone tendetit vers zéro. 

Pour cela, concevons d’abord qu’il n'y ait que deux 
cordes inscrites dans l’arc entier que l’on considère; puis 
inscrivons-cn deux dans chacune des deux sulnlivisions 
de cet arc, et de même deux dans chacune des iiou\efles 
subdi\isions, et ainsi de suite indéiinimeut , de sorte que 
le nombre des côtés soit exprimé par la formule ■i", ri 
croissant indéllniment. Le périmètre croîtra constam- 
ment; et comme on peut facilement assigner une quantité 
finie au-dessous de la([uellc il reste toujours, il tendra 
évidemment vers une certaine limite. 11 reste à démon- 
trer que tout autre mode de division de l’arc conduirait 
à la même limite. 

Considérons, en efl’ct , deux polygones inscrits ayant 
les côtés extrêmement petits, l’un appartenant à la série 
que nous venons de désigner, et le second , .à toute autre 
loi ; menons des ordonnées par tous les sommets de l’un 
et de l’autre: les deux périmètres seront partagés parees 
ordonnées en un même nombre de parties, et celles qui 
sont comprises entre deux ordonnées consécutives ont un 
rapport d’autant plus près del unilé, <jue les côtes .seront 
plus petits; car leurs directions différeront infiniment j)cu 
de celle de la tangente voisine. D'où il suit que le rapport 
'les deux périmètres tend iiidéfinimcnl vers l’iinilé à me- 
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sure (jue les cotés leudent vers zéro. La limite obtenue 
par le premier mode de subdivision est donc la même que 
pour tout autre. 

Il est bon d’observer qu'on trouverait encore la même 
limite si les sommets du polygone n'étaient pas sur la 
courbe même, mais en étaient infiniment voisins, et que 
les côtés eussent toujours pour limites de leurs directions 
celles des tangentes aux points infiniment voisins. Qn 
pourrait encore considérer des polygones circonscrits à la 
courbe; on pourrait même prendre une suite de lignes sé- 
parées les unes des autres. Imaginons, par exemple, des 
parallèles (|ui coupent l’arc de courbe et soient infiniment 
voisines les unes des autres; si par chaque point de division 
on mène une tangente , la suite discontinue des portions de 
ceS’tangeutes comprises entre le point de contact et la pa- 
rallèle voisine, aura évidemment la même limite tpie le 
péi imètre inscrit. On trouverait encore bien d'autres ma- 
nières de parvenir à la même limite par des sommes de 
lignes droites la seule condition nécessaire est que ces 
sommes et les périmètres inscrits se composent d'éléments 
correspondants dont le rapport ait l'unité pour limite. 

D’après notre définition de la longueur des courbes , on 
reconnaîtra facilement. que toute courbe convexe fermée 
est moindre que les lignes qui l’enveloppent; cl que si l’on 
n’en considère qu’un arc , il est moindre que toute ligne 
(|ui l'enveloppe, et est terminée aux mêmes points. 

11 est facile di; voir aussi que la limite du rapport d’un 
arc infiniment petit à sa coi-dc est runité, et que, par 
eonséijuent, on peut prendre pour accroissement infini- 
ment petit d’un arc la corde qui soutend l’accroisst^mciit 
infiniment petit de cet arc. 

Désignant par s la longueur de l'arc, on aura donc ainsi 
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b> étant infiniment petit par rapport à on en déduit 
£ = ^ = s/^x’4- V/7'. 

Dans un système de coordonnées polaires on aura 


<ls / f/r’ , / — ; — 

- = y/r>-t- — , ou ,h = ylr^M^ + dr^. 


1 32. L’aire comprise entre deux ordonnées , l’axe des x 
et l’arc d’une courbe, croit d’une quantité comprise entre 
deux parallélogrammes dont la limite du rapport est 
l'unité, à mesure que Ax tend vers zéro : on peut donc 
prendre l’un quelconque des deux au lieu de l’accroisse- 
ment môme de l’aire, sans altérer la limite du rapport 
à Ax. Si donc ou désigne l’aire par A , on aura 

^ sin 6 , ou rfA = ydx sin 6, 

0 désignant l’angle des axes. 

Dans un système de coordonnées polaires , les deux pa- 
rallélogrammes seront remplacés par des secteurs sembla- 
bles , et l’on trouvera 

rfA r’ 

— = — » ou d\ = {r’dO. 

rf# 2 ’ 

133. L’inclinaison tf de la langente sur l’axe des x est 
déterminée par l’équation 


dy ■ 


d’où 


df d'y 

;^ = COS’ï— = 


rfr ’ 


dy' 

dx' 
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i4^ 

OH 


<iy = 


d\r 

rfx’ 


</x 



Celle valeur de esi ce que nous nommerons angle de 
contingence ^ il peul être pris pour Ao, qui est celui des 
deux taiigcnles aux points dont les abscisses dilftrent de 
f/.r, sans que les limites des rapports soient altérées.- 
Dans un système de coordonnées jvdaires, l'angle de 
deux tangentes consécutives, ou la dill'ércnce infiniment 
jMitile de l’inclinaison y de la tangente sur l’axe fixe, est 
égal à l'angle des deux rayons vecteurs correspondants, 
plus l'accroissement de rinclinaison de la tangente sur le 
rayon qui passe au point de contact. On trouvera ainsi 


f/e = 


dr' 

2 r- 

d'd 


dr‘‘ 


d'r 

^ ff, 
f/0. 


Concavité et coiwe.fité. 

C14. On dit qu’une courbe est concave en un de ses 
points par rapport à une droite donnée, lorsque, à partir 
de ce point, ses deux branches commencent par être 
comprises dans l'angle aigu formé par la droite donnée et 
la tangente à la courbe au point que l’on considère. Lors- 
que, au contraire, les deux branches commencent par 
être en dehors de cet angle, on dit que la courbe est con- 
vexe en ce point par rapport à la droite. 

Nous allons faire connaître les caractères analytiques 
qui correspondent à ces deux circonstances, en suppo- 
sant qu’on ail pris la droite donnée pour axe des .r. Dans 
le cas de la concavité, l'ordonnée orthogonale de la courbe 
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doit être moindre en grandeur absolue cpc eelle de la lan- 
genle au point que l’on <’onsidère, pour les valeurs de j' 
infiniment voisines df lellc qui correspond à ce point. 
Ainsi l'ordonnée de la courbe sera plus petite que celle 
de la tangente lorsqu’elle sera positive, et plus grande 
lorsqu’elle sera négative. L’inverse aura lieu pour la con- 
vexité. 

Or, en désignant par .r', y' les coordonnées du point 
donné, et par A une quantité positive ou négative, qui 
peut devenir moindre que toute quantité donnée, on a 
pour les points de la courbe , 



et pour la tangente au point (x', y'). 


r = r 


lix' 


donc, si y' est positive, la courbe sera concave si le terme 

— ( 1 est négatif, et convexe s’il est positif, ür, 

2 ” ‘ ’ 

• O * d’j' I • J 

SI 1 on n a pas = o , le signe du terme en question 


sera le môme que celui de donc, dans ce cas, poul- 

ies points de la courbe qui sont du côté des y positifs, la 

• m fi ^ Y ' 

condition de concavité est o, et la condition de 

d^y' 

convexité est ■ - y,- ^ o. C’est l’inverse pour les points si- 


tués du côté des y négatifs, 
rf’r' 

Si -7-7- = o, il faudra que l'on ait 
dx'^ 


ay 

= o pour que 


les deux branebesde la courbe soient d’un même côté de 
la tangente dans le voisinage du point que l’on considère. 
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et c’est au signe de i|u’on reeoniiaitra la concavité ou 

la convexité. De même, si = o, il faudra qu’on ail 

d'y' .... 

— ^ = o , et ainsi de suite. 

f/x'‘ ’ 


Points sini/iilitrs. 

d'* y 

13S. Lorsque la concavité sc cliaugc en convexité, 

doit changer désigne et, par conséquent, passer par zéro ou 
l'infini ; les points où s’opère ce changement se nomment 
points (iinjlexion. 

fl * V . 

]\Iais il ne suffit pas que soit nul pour qu’il y ait 

d‘y 

inflexion ; car il faut , pour qu’il change de signe , que 


fl^ Y 

ne soit pas nul, ou que le soit en même temps, et 
ainsi de suite. De même, si est infini, il faudra s’as- 

th' 

surer s’il change de signe. 

136. Points multiples. — On appelle ainsi ceux où 
passent plusieurs branches de courbe, et où l’on peut 
mener, par conséquent, plusieurs tangentes. On peut les 
déterminer par des règles très-simples pour toutes les 
courbes algébriques. Soit F(a’,j^) = o une équation algé- 
brique et rationnelle; on en tirera 


(0 


d^ dŸdy_ 
dx dy dx 


Or, celte étjuation devant être satisfaite par plusieurs 

, , dy dŸ dV . . , 

valeurs de tandis que — > n en auraient qu une 

dx ^ dx dy * 

, , . rfF rfF . . 

seule, on devra avoir — = o, y:= conjointement avec 


dy 
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j) = Si l’on irouve clos solutions réelles com- 
munes à CCS équations, les valeurs de seront données 

ax 

par l'équation 

rf’F <l^V ch d'T ,<ly'Ÿ 

dx‘‘ ' clxcly dx dy’’ Lzr) 

que l’on obtient en dilî'érentiant l’o-quation ( i ) , et rem- 

, . </F r/F t 

plaçant ensuite -- et — par zéro. 

Si trois branches passaient au même point, les coeffi- 
cients de cette équation seraient encore nuis, et l’on au- 
rait recours .à la troisième dérivée de l’équation; et ainsi 
lie suite. 

I.es deux brancbcs seraient tangentes si deux valeurs 
de ■— étaient égales. 

Si l’équation était résolue pai' rapport a y et renfermait 
des radicaux à double signe, on reeonnaitrait les points 
multiples en cherchant les valeurs de x qui font dispa- 
raitre un de ces radicaux de j, sans le faire disparaître 

</v 

lie car en ces points deux branches de courbe se cou- 
peront, et leurs tangentes seront dilléren tes. 

137. Points (le rebroussement. — Si en un point mul- 

tiple deux valeurs de ^ sont égales, et que les deux 

braiiebes s’arrêtent en ce [loint, on a un point de rebrous- , 
seraent. 11 est du premier genre lorsque les deux bran- 
elies sont de cotés dilférents de la tangente commune, et 
du second genre lorsqu'elles sont' du mèmir côté. On rc- 
eonuaitra que les branches s’arrêtent eu ce point, lors- 
qu’en faisant varier a: d'un côté seulement, leurs oi-don- 
nées deviendront imaginaires, H faut cependant excepter 

2' édit. lu 
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le cas où ^ serait infini en ce points on considérerait 
alors l'abscisse au lieu de l'oitloniiée. 

fi ^ V 

Le rebroussement sera du premier genre lorsque 

sera de signe différent pour les deux branches ; il sera du 
second, quaiid ce signe sera le môme. 

138. Points conjugués . — On appelle ainsi des points 
isolés dont les coordonnées satisfont à l'équation d'une 
courbe, sans qu’on en puisse supprimer ces solutions. 
Pour ces points, le Ay doit être imaginaire, et, par suite, 

I dr , , .11 

le ; c est a ce caraclei-e qu on les reconnaîtra. 


ily 


On peut observer que tiré d'une équation du pre- 


mier degré, ne saurait être imaginaire, et que, par consé- 
quent, les coordonnées des points conjugués satisferont 

, . f/F f/F 

aux équations — = o, — = o. 

On les trouvera donc en inèiiie temps que les points 
multiples. 

139. Points (l'arrêt. — On flonnc ce nom à tout point 
où s’arrête brusquement une branche unique de courbure. 

On les déterminera en cherchant les valeurs de x à 
partir desquelles commence à devenir imaginaire, s’il 
était réel anparavaut-, ou à devenir réel, .s’il était imagi- 
naire. Il faudi'a, déplus, s’assurer qu'il n'y a qu’une seule 
branche de la courbe h passer en ce point, et que, par 
conséquent, les valeurs voisines de x ne donnent pas plu- 
sieurs valeurs voisines pour 

1 W. Points saillants ou anguleux. — On appelle • 
ainsi les points où s'arrêtent deux branches de courbe, 
sans y avoir la même tangente. Ils rentrent dans la classe 
des points multiples. On les distinguera des points mul- 
tiples ordinaires, à ce que, comme dans le cas dos points 


Digitized by Googic 


rnP.MIKRF. l’ARTIE. lipi- 

de! rebroussement , les deux branches ne se prolongent pas 
au delà de leur point de rencontre. 

Lorsque 1 équation d une courbe ne donne qu’une seule 
valeur de y jK)ur chaque valeur de x, toute valeur de x 

qui donnera deux valeurs pour ^ déterminera évidem- 
ment un point saillant. 


Ul. E xemjjles de points singuliers. 


a‘‘y' = /7’x’ -)- 

point multiple, inflexion. 

y — sin.r, j' = cosx, ^'=tangx, y =. — V — xlancx; 

X ° 

inflexions. 


y = f[x)-i-{x-a)~^ ¥{x)i 
rebroussement du premier genre , si l’on a 

< a et > I ; 

T.q 

du second genre, si l’on a 


ay 


en supposant qu’on n’ait pas ^"{x) = o. 

y’ = x\ y = x±xs/x, y = x^±x'\/x-, 
cas particuliers de la formule précédente. 

point d’arrêt à l’origine. , 

lO. 
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I -+- 

|>oiiil saillant, ou aiiguk-ux , à l urigim-. 

X = (-f — n) six — b ; 

point conjugué, ayant pour abscisse «, &\a<^b\ point 
niuhiple, ayant pour abscisse «, si n ]> A. 

■ De la coin hure <lea Uijnes plaucs. 

142. La courbure d’un arc sans inflexion est l'angle 
(jue forment entre elles les directions du premier et du 
dernier clément de cet arc; c’est l’angle des tangentes 
extrêmes : il exprime la quantité dont la courbe a succes- 
sivement dévié de la ligne droite dans l’étendue de cet 
arc. • 

Si l’on divise cet angle par la longueur de l’arc , on aura 
la courbure moyenne de cet arc, rapportée à runité. dé 
longueur, •c’est-à-dire celle que l’on trouverait pour un arc- 
égal à l’unité, si la courbure variait proportionnellement 
à l’arc, comme dans le cercle, et de manière à obtenir la 
courbure donnée pour uim; longueur égale à celle de l’arc 
dont il s’agit. 

Cela posé, si, à partir d’un point quelconque d’une 
ligne courbe, on prend un arc de grandeur arbitraire, sa 
courbure moyenne variera à mesure que cet arc dimi- 
nuera indéfiniment-, et elle tendra vers une limite déter- 
minée, qu’on appelle courbure de la ligne au point que 
l’on considère. Cette limite est, pour employer le langage 
ivçu dans le calcul infinitésimal, la courbure d’un arc 
infiniment petit, rapportée à l’unité de longueur, cet arc 
c-ommençant au point que l’on considère. 

On obtient donc la courbure d’une ligne en un quel- 
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conque de scs points^ en divisant l’angle de conliiigcncc 
par la longueur de l’arc cori-cspondant, cl prenant la 
limite de ce rapport, en faisant tendre l’arc vers zéro. On 
trouvera ainsi, pour exprc.ssion de la courbure, 

f/’y 



1 Le cercle ayant une courbure constante , il est na- 
turel de le prendre pour terme de comparaison , et de 
faire connaître la courbure d’uue ligne en un de ses 
points, en donnant le rayon du cercle dont la courburt? 
est la même. Ce cende se nomme cercle de courbure , et 
son rayon, rayon de courbure. Si on le place tangen- 
tiellement à la courbe au point que l’on considère, en 
tournant sa concavité du même côté qu’elle, son centre, 
considéré rclativeracnt à ce point de la courbe, prend le 
nom de centre de courbure. 

Or, pour un cercle f|uelconque la courbure — est égale 

à l'unité divisée par soi^rayoïi. Si donc on désigne par H 
le rayon de courbure, on aura 



dx' dx^ 


HA. Pour obtenir l’expression du rayon de courbure 
en coordonnées polaires, il suflit de se rappeler les for- 
mules • 


dr ' d- r 

/•î t O /• 

‘ij . ,n’ d0‘ fjf 

M ~ dri ’ 't'i 

»■’ -l 



dr' 
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<?l l'on trouYura 



145. Si pour cliaque valeur de l’are que l'on fait tendi'C 
vers zéro, on calcule le rayon du cercle qui donnerait la 
même courbure pour une longueur égale, il faudra tou- 
jours, pour l’obtenir, diviser la longueur de l’arc de la 
courbe par l’angle des tangentes extrêmes. Donc la limite 
de ce cercle variable n’est autre chose que le cercle de 
courbure déjà déterminé. 

146. Ce même cercle peut être envisagé sous un autre 
point de vue. 

Soient M (Jig. 7 ) un point quelconque delà cojurbe, MT 
la tangente, IM'N une tangente infiniment voisine, MO et 
M'O les deux normales correspondantes ; les quatre points 
MNM'O sont sur le même cercle dont le diamètre NO a 
pour limite la distance du p>oint M à la limite du point de 
rencontre des deux normales infiniment voisines. L’arc de 
cercle compris eiitix- M et M' diflère de sa corde, et, pai- 
suite, de Tare M.M' de la courbe, d'une quantité infini- 
ment jMitite par rapport à lui-même; on pourra donc le 
remplacer par As, sans qu'il eu résulte aucune erreur dans 
les limites des rapports. 

Mais l’angle inscrit MOM' est égal à l’arc intercepté 
divisé par le diamètre ; il est d’ailleurs égal A Tj\ M' ou A<j) ; 

d’où = lim -J-r- 
r/l NT) 

On voit donc que la limite de iNO ou de MO est égale 
au rayon de courbure; et le centre de courhiu'c en tin 
jioinl quelconque est la limite du point de rencontre de 
lu nonnulc en ce point necc la nonnalc injinimenl 
voisine. 
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147. Lemme. — L’angU; d'une cordc iuiiiiiincnt pelitc 
et de la tangente .i Tune de ses extrémités peut être re- 
gardé comme la moitié de l’angle des tangentes extrêmes. 
F.n ert’et, on a sinM ; sinT M'T ; MM' {fig. 8) ; et 
désignant- l’aecroisseincnt infiniment petit de x, on aura, 
en omettant ce qu’on a le droit de négliger, lorsque l’on 
a en vue des limites de rapports ou de sommes, 

fix * 

M'T = F"(x), 

• . 9 . 


sin T 
Donc 


v/' 


— - , MM' = rfxl/i -h • 

f/r’ V f/x’ 

> + -f-. 


tljc' 


siu M = 


//j ■ , „ , 

-F"(x) 

' d7‘' 
' Tx- 


ou, en remplaçant le sinus par l'are, 


M = 


fix’ 


dx 

a 


dr’ 


expression qui est la moitié de celle de l'angle de contin- 
gence TjNM'j ce qu'il fallait démontrer. 

Il résulte de là que l'unité est la limite du rapport des 
angles M, M' du triangle Mi\’M', et, par suite, du rap- 
port des côtés opposés MiS , M'iV. 

118. On obtient encore le cercle de courbure en cber- 
cbant la limite des cercles qui passent par Iç point donné 
et par deux points de la courbe, qui se rapprochent indé- 
liniment du premier, (ie cercle limite se nomme cercle 
f)sculatciir. 

Il est d'abonl évident qu'il aura la même tangente 


Digitized by Google 


i 52 cours u'aWaiask. 

eu M (ftg- y) <iue la courbe, à (!ause de la sécante com- 
mune MM'. 

Maintenant, le cercle qui passe par les trois points 
M, M', M" passe par le point de rencontre O des perpen- 
diculaires menées, par M, M", aux cordes_MM', M'M"; 
l'angle inscrit O est égal à l’arc MM" divisé par le dia- 
mètre M'O: ou a donc et MM" peut être 

MM i>l O * , 

considéré comme l'arc de la courbe au lieu de l’arc de 
cercle. Il ne reste plus qu’à calculer l’angle O ou son égal 
^M'M". 

Or, si l'on mène la tangente UK en M', l’angle T>M"» 
est égal à la somme de quatre angles iulinimcnt petits 
appartenant aux triangles MHM', M'KM" et ayant leurs 
sommets respectifs en M, M', M"; et comme ils peufent 
être regardés comme égaux dans chaque triangle, l’angle 
TiNM" vaut deux fois la somme des deux angles HM'.M et 
KM'M", ou deux fois l'angle VM'ÎM", ou enfin deux fois 
l’angle O. Ainsi, en négligeant les quantités infinimeut 

petites par rapport h O, on peut prendr*; O = — , MM" 

étant la valeur de fis correspondante à on aura donc 

— 1 _ — ' 

M 'ü ’ fis ' 

Donc la limite de M'O est le diamètre du cercle de cour- 
bure. IjC cercle osciilaleur ne diffère donc pas du cercle 
de courbure. 

Comme on n’a fait aucune hypothèse sur la loi que 
suivent les trois points dans leur rapprochement , on arri- 
vera au même résultat en supposant que les deux premiers 
jvoints coïncident et que le troisième s’en approche indé- 
finiment. /x? cercle de courbure est donc encore la limite 
des cercles tangents à la courbe au point M, et qui la 
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coupent eu un autre point qui s'en rapproche imlèjini- 
mcnt. 

Au resle, en trailant directement ectle question comme 
la précédente, on arriverait à la même conséquence. 

1A9. Si l’on prenait pour variable indépendante une 
(piantité queleoncpie t ditt'érente de l’abscisse , on déduirait 
l’équation suivante des fornïules générales par lesquelles 
on opère celte transformation ; 

R — R _ 

flx'd'y Hy d'‘x' ' dxd'y — dyd^r 

dt dt^ dt dt^ 


On aurait pu passer ainsi <à la valeur de R exprimée en 
coordonnées polaires, en partant des coordonnées rectan- 
gulaires. On aurait trouvé la formule obtenue ci-dessus 
d’une manière directe. 

Appliquons cette transformation au cas où la courbe 
'serait donnée par une équation entre l’ordonnée et l’arc, 
et prenons l’arc pour variable indépendante; on a 

dxd'y dyd'x' \rf.t) \rA J ’ 
ds iLs' ds ds' 


d’où l’on tire 


d.T d‘x dy d'y 

ds ds' ils ds ’ 


R = 



d'y 

7/7' 


Il serait, du reste, Irès-laeile de liouver direttemeiit 
celle dernière formule. On déterminerait l’angle de eon- 
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<h- 


liiigcuce d'f , cil parlanl ilc la formule siii!p = --i d'oi'i 


il' y 
ils 




Y / 'V 

- ih z= QOi^iUf = y ' — 27 ' 


donc 


eJs 

R = -- = 

r/(p 




'l'y 

ils' 


formule qui coïncide avec celle que l’on avait obtenue 
par le ehangenieiit de la variable iudépendante. 

luO. Courbes osculatn'ces. — Si l'on considère, au lieu 
d'un cercle, une courbe représentée par une équation 
donnée de forme, et contenant un certain nombre de 
coeflicients indéterminés, on pourra lui donner autant de 
|H>ints communs avec la courbe projxisée , qu'il y a de ces 
coeflicients. Si l’on fait ensuite tendre tous ces points 
vers le premier, la limite vers laquelle tend la courlve va- • 
riablc se nomme la courbe osculatnce de la projxisée, 
relaiivemem à celles qui sont renfermées dans l'équation 
indéterminée. 

Ces conditions géométriques peuvent être exprimées 
jiar des relations très-simples entre les coeflicients difl'é- 
rentiels successifs des ordonnées des deux courbes : soient 
X,, X,, X,,..., x,„ les abscisses de m points communs à 
deux courbes, croissant par.degrés inégaux suivant une loi 
quelconque; on supjKisera , pour mettre le plus de généra- 
lité jxjssiblc dans la question, que l'on prenne pour va- 
riable indéjiendante une quantité quelconque f, dont .r, et 
par suite y, seront des fonctions connues. 

Soient y,, y,, > jy.., les valeurs de y' relatives aux 

jioiuts communs; les diflércuces successives de y, jusqu’à 
l’ordre in — i peuvent s’exjirimer au moyen des valeurs 
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^1, et il est étideiit qu'elles seront les mêmes 

pour les (leux courbes, puisque les ordtjimées y, , y,, . . . , r„ 

I . t '/r, (/’ V, d"~'r, 

sont les memes. Les rapports seront 

lU tff dt"-' 

doue identiquement les mêmes de part et d’autre, et, par 
suite, leurs limites seront aussi les mêmes. 

Les m — I premières dérivées de y par rapport à t 
auront donc les mêmes valeurs au point commun, dans 
les deux courbes, et il en sera de même de 

dx d^T d"~'x 
lit ' dt^ ’ ’ 

Or on sait, d’après les formules relatives au change- 
ment de la variable indépendante, que les valeurs de 

dy d'y d“‘~' y 

dx' dx'' ' dx"'~' 

ne dépendent que des dérivées de x et de y par rapport 
A r, depuis le premier ordre jusqu’à celui (|ue l’on consi- 
dère, inclusivement. 

Donc,- quelle (pie soit la loi continue suivant laquelle 
les points communs se rapprochent du premier, la courbe 
limite sera telle, que pour x = x, les quantités 

dy, d'y, d"-'y, 

^ " ilx ' dx' ' ' dx ' 


auront la même valeur si on les tire de son érpiation, ou 
de l’équation de la courbe donnée. 

Donc, jK)ur déterminer les m coefficients de l'équation 
(le la courbe osculatrice, il suffira d’égaler les valeurs des 


(l y* I 

([ue l'on tirera des équa- 


tions des deux courbes, et dans lesquelles on donnera à 
X et J les valeurs .»'i, j i du point que l'on a choisi sur la 
première courbe. 
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IMais ou formera plus siiiiplenieiit ces m équations en 
dillércnliani m — i fois l’équation qu’il faut déterminer, 
et remplaçant dans eclle-ci et dans ses m — i dérivét», 
X et y par .r,, j ,, et les dérivées de y par relies qu’on 
tirera de l’équation connue. 

Telle est la méthode générale au moyen de laquelle on 
trouve l'équation de la courbe osculatriee d’une espèce 
donnée. 

Contai t ilex courbes planes. 

loi. Lorsque deux courbes ont tui point eommiin, et 
que l’on augmente rabscis.se de ce point d’une quantité 
infiniment petite, la dilVércnce des ordonnées est généi’a- 
lement du premier ordre. 

Si cette dill'ércnce est du deuxième ordre, on dit que 
les courbes ont un contact du premier ordre; si elle est 
du troisième ordre, on dit que le contact est du second; 
et , en général , il v a un contact du n"''"' ordre entre deux 
courbes, lorsque la dilférence de leurs ordonnées, h 
partir du point commun, est un infiniment petit de 
l’ordre // -t- i . 

Entre deux courbes qui ont un contact d’un certain 
ordre, il est évidemment impossible qu’il en passe une 
autre dans le voisinage du point commun, si sou contact 
avec l’une queJconque des deux est d’un ordre infé- 
rieur. 

Pour qu’il n’y ait rien d’incertain dans cette définition 
des contacts de différents oixlres, il est nécessaire de dé- 
montrer que l’ordre du contact est indépendant de la di- 
rection des .axes; or c’est ce que l’on établit facilement en 
prouvant que, pour un point (juelconquc de l’une des 
courbes, les dillércnces des ordonnées des deux courbes 
considérées relativement à des axes difl’érenls sont dans 
un rapport ûiii. Cette dilféieliec est la plus petite possible 
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ijuaml les oiiloiiuées sont pei jR-ndieiilaires à la tangente 
au point commun. 

La seule direction qu’on doive excepter pour les oixlon- 
nées est celle de la tangente au point commun. • 

Maintenant, si l’on développe en séries les ordonnées 
des deux courbes suivant les puissances de l’accroissement 
de l’abscisse du point commun, on reconnait immédia- 
tement que le contact entre ses courbes sera de l’ordre n, 
si les n premières dérivées de l’ordonnée par rapport à 
^ l’abscisse sont respectivement égales pour chacune des 
courbes, quand on y substitue l’abscisse du point com- 
mun ; car, dans ce cas, la différence des oi-données , expri- 
mée au moyen des deux termes qui complètent respec- 
tivement les deux séries, est un inliniment petit de 
l’ordre h-+- i ; 

C’est là le caractère analytique auquel on reconnaît 
l'ordre du contact de deux lignes qui ont un point commun. 

âhIic miiuivre d' euvmujtr les courbes osnilaIrUes. 

152. 11 résulte de ce qui vient d'être dit sur le contact 
des courbes, que pour avoir la courbe d’une espèce don- 
née, qui a le contact de l’ordre le plus élevé avec une 
courbe dont l'équation est connue, il suffit de déterminer 
les coefficients • arbitraires de ré<{uatiun générale des 
courbes dont l’espèce est donnée, en exprimant que, pour 
l’abscisse que l’on considère , les ordonnées sont respecti- 
vement égales, ainsi que leurs dérivées successives jus- 
qu’à l’ordre le plus élevé possible. Ou établira ainsi au- 
tant d'équations qu’il y a de coefficients indéterminés. 
L'ordre du contact sera le nombre de ces équations , 
moins une. 

Ou voit par là que la courbe oseulatrice et la courbe 
qui a le contact de l'ordre le plus élevé sont identiques. 
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Pour la ligne dioilc, dont réqualioii n’a que deux 
cocftieieuts arbilraires, le eontaet ne sera, en général, 
que du premier ordre ; il sera du deuxième pour le cercle. 
Mais il pourra arrivc-r qu’en certains points particuliers 
le contact soit d'un ordre plus élevé. 

Lorsque l'équation de la courbe osculatrice cherchée 
n’est pas résolue par rapport à ou forme ses équations 

, . . , dr' 

diflérenticlles successives et 1 on y substitue a j , - — etc., 

les valeurs tirées de l'équation de la courbe donnée. Les 
seules inconnues sont alors les coelTicients; et s'ils entrent 
tous au premier degré , on trouvera un seul système de 
valeurs, et, par conséquent, une seule courbe oscula- 
trice. 

Lorsque le nombre dt-s dérivées eominunes-est pair, 
la diifércnce est d’un ordre impair, et, par consétjucnt, 
change de signe avec l’accroissement de .r'; donc alors les 
courbes se coupent, ('.'est ce <]ui arrive, en général, pour 
le cercle osculateur. 

Si, au contraire, le nombre des dérivées communes est 
impair,. la dilVércnce est d’ortlre pair et ne change pas de 
.signe avec raccroissement de j ' ; les lignes ne se coupent 
donc pas. (i’est ce qui a lieu dans le cas de la ligne droite, 
excepté aux points d’inllexion. _ ^ 

lo3. Les courbes les plus simples que l’on puisse 
mettre en contact avec une courbe donnée sont celles 
qui sont renfermées dans réc|uation 

)• = A -t- Rr -H Cr ’ -f- . . . -4- K.f 

Ou peut établir un contact de l’ordre m — i entre les 
deux courbes, et l’on aura immédiatement l’équation 
de la eourbe osculatrice en iléveloppant son ordonnée 
par la formule de Taylor, après avoir remplacé x par 
x' -f- (.r — x'). Cette é([uation est la suivante, dans la- 
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quelle les ilérivée* de y' sont remplaeées par celles que 
donne I'é<]ualion de la courbe connue, 

, ’lr' , ,, (Pr'U — x'y r/") ' (j — x')" 

“77^ 'STS 7X37^77 

si ;;i = I , on a la droite osculatrice dont Téquation est 


lot. Cercle oscillateur. — L’équation générale du 
cercle est 

- . J- -?)> = !<■, 

a, D étant les coordonnées du ci-’iitre, et R le rayon. 
D’après les théories précédentes, on déterminera les con- 
stantes a, 6, R, relatives au cercle oscillateur au point 
.r', y’ d’une courbe <lonnée, au moyen des trois équations 

— «)’ = R% 

(x' — 3t) -t- { r ' — 6) ■= O, 

ux 

, , <Cx' ' 

et étant tirés de l’équation de la courbe donnée 

La seconde de ces équations montre que le centre du 
cercle osculatcur est situé sur la normale. 

On tiivra de là 


C =• 


. dx '^ , - __ dr’ V dx” J 


d\r' 

(fjC 


1 X — a = 


(ix 


dy' 

TjP'^ 
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i.‘l , substituant dans lu piviiiicrc, 


K = 


('■*■. TP')’ 


djT-\\ 

dx' 

T/'T^ 

di'^ 


(àrttc équation donne pour le rayon la valeur déjà trou- 
vée par une autre voie; et les deux précédentes fout con- 
naître les coordonnées a, 6 du centre de courbure, eu 
fonction de x', y'. 

Si entre ces deux équations et celle de la courbe donnée 
on élimine x', y', l’équation résultante entre a et 6 repré- 
sentera le lieu des centres de courbure. Cette courbe s’ap- 
pelle la dwvloppéc de la première. 

Théorie des développées. 


ioo. l.cs é({uations qui déterminent les coordonnées 
K , ê du rentre de <'ourbure, ou du point de la développée 
correspondant au point (.r', y') d(? la courbe donuét!, 
sont, d’aj)rès le numéro précédent, 

(l) (j:'— a}-f-(r' — e)^^- = o, 


dr"' 


o) t>. 

^ (la. * 


(ics équations ayant lieu quel que soit le point que l’on 
considère, si l’on donne à x' un accroissement infiniment 
petit, y', ce, 6, qui sont des fonctious de .r', en recevrout 
de correspondants, et les équations (i) et (u) seront en- 
core satisfaites; les accroissements de leurs premiers 
membres seront donc nuis, et, pw suite, leurs dérivées 
par rapport à x'. 

Or l’équation (i), dillërentiée eu considérant a, c,j' 
comme fonctions de .t', et ayant égard à l'équation (a). 
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donne 

f/a de, dy' <te, 

~d7' 'dPdP~'^' ®" Jo, 

d’où il résulte que la normale à la courbe donnée est 
tangente a sa développée , an centie de courbure. 

150. On peut déduire de là une autre propriété très- 
remarquable de la développée. 

Soit O (fig. lo) le point de rencontre de deux normales 
inflniment voisines MN, M'iN'; il est facile de démontrer 
que l’arc NN' de la développée est égal à la différence des 
deux rayons de courbure MN, M'N', aux quantités près 
du troisième ordre , tout au plus. 

En effet, si du point O comme centre on décrit l’arc de 
cercle MK, la partie M'K est un infiniment petit du troi- 
sième ordre, puisque le cercle MK a pour limite le cercle 
osculatcur. En négligeant cette quantité, on peut con- 
sidérer M'N' comme égal à MO -h ON', et, par con- 
séquent, M'N' — MN est égal à NO -f- ON', aux quanti- 
tés près du troisième ordre. Mais la dilTércnce entre un 
arc infiniment petit NN' et la somme des tangentes ex- 
trêmes NO 4 - N'O est aussi du troisième ordre. Donc la 
dilTércnce des rayons de courbure MiV, M'N' est égale à 
l’arc de la développée compris entre les deux points de 
contact infiniment voisins, plus une quantité infiniment 
jjelite, du troisième ordre au moins. 

Mais on sait que la limite d’une somme d’infiniment 
petits n’est pas changée quand on néglige dans chacun 
d’eux une quantité infiniment petite par rapport à lui- 
même. Donc , si l’on considère une infinité de rayons de 
courbure consécutifs, la somme de leurs diÛ’érences, ou 
la différence du premier au dernier, est rigoureusement 
égale à l’arc de la développée, compris entre les points de 
contact des rayons extrêmes. 

2' édit. 1 1 


ifii 


dx* 
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Il rûsulti; de là que si l’on supposait un lil ücxiblc inex- 
tensible et sans épaisseur, ayant une de ses extrémités en 
un point quelconque M de la courbe donnée, et que l’on 
tendit ce fil en l'enroulant sur la développée, à partir 
du point de contact N, il suffirait de développer ce fil , 
en le tenant tendu, pour décrire la première courbe avec 
son extrémité M, 

C’est cette propriété qui a fait donner le nom de déve- 
loppée d’une courbe au lieu géométrique de ses centres 
de courbure. Relativement k la développée, la courlx; 
prend.le nom de développante . 

157. Le calcul peut conduire à la même propriété 
il sulfit, pour cela, de parvenir à une équation qui ne 
renferme que dR, da, dë. 

Or, si l’on dilférentie l’équation 

(3) = 

on trouvera, en ayant égaixl à l'équation (i), 


(j-' 


lia. 

57' 




rfj-'’ 


et si l’on remet pour x' — at sa valeur tirée de (i), il 
vient 

'\ilx',lx’ .w) ^ itx"' 

, (ly ' da 

et, remplaçant par — — i 

Pour éliminer jy' — ô, on remarquera que les équa- 
tions (i) et (3) donnent 


un R = fv'-6)y/i 
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(l’oii 



v'«/a’ -h rf<5*' 


ReporlatU cette valeur do y' — ê dans l’équation ci- 
dessus, il vient, abstraction faite du signe du radical, 

ce qui démontre que la différentielle du rayon de cour- 
bure est égale à celle de l’arc do la développée. D’où l’on 
tire les mêmes conséquences que précédemment. 

• Si l'on donnait l’équation F (a, 6) = o de la déve- 
loppée, et qu’on demandât celle de la développante, il. 
faudrait éliminer a et S entre l’équation donnée et les 
deux suivantes; 


,ir. 





o. 


dans lesquelles^ serait donné en fonction 'de « et S au 


moyen de l’équation F(«, o) =o. Il en résulterait une 
équation entre , au moyen du calcul intégral , 


on trouverait l’équation finie entre ,r et y. 


Courhex enveloppes. 

158. Nous avons vu que le centre de courbure est la 
limite du point de rencontre d’une normale fixe avec la 
normale infiniment voisine; que^ par conséquent, la déve- 
loppée est le lieu géométrique de ces points limites, consi- 
dérés sur toutes les normales ; nous avons vu de plus que 
la normale, dans toutes ses positions, est tangente au lieu 
de ses intersections successives. 

Tiénéralisons ces conditions, en supposant une courbe 

1 1 . 
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repiTsenlén par une équation qiielcoiujue 

/. «i = O. 

dans laquelle a est une constante. 

Pour rhaque valeur de a on aura une courbe particu- 
lière, et si l’on conçoit que a varie d'une manière conti- 
nue, on aura une suite continue de courbes infiniment 
voisines les unes des autres. Si l’on en considère une 
comme fixe, la courbe infiniment voisine la coupera en 
cei-tains points qui tendront vei-s des limites déterminées 
à mesure que la courbe variable se rapprochera de la pre- 
mière; ces points limites, considérés sur toutes ces* 
courbes, forment le lieu que nous allons nous proposer 
de déterminer. 

Soit h une quantité infiniment petite; ré<|uation 
F(x, V, n -f- A) 

représentera une courbe infiniment voisine de celle dont 
l’équation est 

F (x, V, a) ■= O. 

11 faut donc chercher les valeurs de X et y qui satisfont 
à ces deux équations, et les limites vers lesquelles elles 
tendent quand k tend vers zéro. L’équation de la courbe 
variable peut se mettre sous là forme 

F (.Z, y, a) -h h F' (n -F OA) = o. 

Les eoordonnées des points communs aux deux courbes 
satisferont aux deux équations 

F(x, a) = O, F' (n -F OA) = o. 

Leurs limites seront donc les solutions <'ommunes aux 
deux suivantes ; . ' • 

F f.r, y, a) = U rl F ' (n) = o , ou ^ = o ; 
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. et bi l'on veut le lieu des points qu'elles l'ournissenl, il 
faut éliminer a entre ees deux équations. 

La règle pour former l'équation du lieu de ees intersi'c- 
tions successives consiste donc, à iliminer la conslanlc 
entre l'équation de la courbe variable et sa dérivée par 
rapport à cette constante. 

Il est nécessaire de remarquer que les raisonnements 
j>récédcnts supposent que la fonction F(x, y, n) n’ait 
(ju’une seule valeur, pour un même système de valeurs 
de X.! y, a\ car, sans cela, il serait possible qu'on dût 
prendre deux des formes diirércntcsde cette fonction dans 
les équations des deux courbes voisines. Dans ce cas, on 
ne pourrait supprimer F(.r, a) dans le second, et les 
valeurs limites de x, y seraient celles qui rendraient 
égales les deux valeurs de cette fonction. 

159. Cette courbe jouit de la propriété remarquable 
d’être tangente à toutes les positions successives de la 
courbe variable. 

En elfet, si de l’équation o on tire «= ij) (.r, y), 

et qu’on substitue cette valeur dans F (.r, y, a] = o, on 
aura, pour l’équation du lieu cherché, 

(') F[r. r. ? (-f, r)] = O- 

Soit l’équation d’une quelconque des courbes variables 
( 2 ) . F(x, >-,«) = O. 

Ces deux courbes (i) et (ï) ont généralement des points 
communs, d’après la génération de la première-, or il est 

facile de démontrer qu’en ces points la valeur de — est la 

ttx 

même d’après les deux équations. 

En effet, récjualion (i) dilférentiée doniu- 

f/F (IV tly f/F i f/y (h (h \ 

tix fiy tfji' f/y \tLv dv f/r ' 
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Mais ne diil ère de ~ îju’en ce que f{jL\ j ) y remplace 
«, et ç(.r,_y') est précisément la valeur de a qui rend nul 
donc est identiquement nul, et il reste pour dé- 
terminer '-^1 d’après l'équation (i), 

^ K <{r _ 

dx dy dx 

Maintenant l’»'*quation (a) diirérentiée donne 


</F dV d\ _ 

dx liy dx ’ 

équation qui ne diflère de la* pré<‘édente qu’eu ce que a y 
remplace _> ). Mais pour le point commuu aux deux 
courbes, on a a = y(a:, j ), puisque cette équation n’ést 

autre que ^ = o; donc, en ce point, la valeur de ^ est la 

même pour les courbes; donc cnûn la courbe variable est 
constamment tangente à la courbe fixe qui est le lieu de 
ses intersections suceessives, et c’est pour cela qu’on a 
donné à cette dernière le nom de courbe enveloppe. 

ISéatimoius il ne faut pas croire que la courbe enveloppe 
soit nécessairement tangente à toutes les courbes va- 
riables; cela n'a lieu que pour celles qui sont coupées 
par les courbes infiniment voisines, et lc*s raisonnements 
précédents ne s’appliquent qu’à celles-là. Or il peut arriver 
que ce ne soit qu’entre certaines limites de la constante 
que cette intersection ait lieu. 11 est donc plus exact de 
définir la courbe enveloppe par la propriété d’ètre le lieu 
des intersections successives des courbes variables , que 
par celle d’ètre tangente à ces courbes dans toutes leurs 
jiositions. 

HiO. Si l’on prend pour la ligne variable la normale à 


Digilized by Google 



l'n^MiÉur l'AtvTiK. i6^ 

une courbe donnée, IVuveloppc sera le lieu des centres 
de courbure, puisqu'on a démontré ({u'ils sont les limites 
des rencontres des normales innniment voisines. F.n ap- 
pliquant à cette question la théorie qui vient d’ètre 
exposée, il est facile de voir que le calcul conduit à la 
développée. F.n ell’et, l’équation d’une normale qucl- 
eonque est 



) ' est une fonction connue de x', et x' remplace ici la 
constante a. Dilférenliant cette équation par rapport à x', 
il vient 

'Ilzl 

flx' ~ fly’’ ^ dr' * 

77 ’ 


d’o 


dx’ \ ' 




dx'-/ 


dx> 


et , par siiit<' , 






d»'- 

77 ' 


d‘Y' 

dx’’ 


Ces valeurs de x et sont précisément celles c^c a et € du 
u" loi. Pour obtenir l’équation de la courbe enveloppe, 
il faudrait éliminer x' entre ces deux équations, après 
avoir préalablement remplacé y' en fonction de x' : ce qui 
revient à éliminer x', y' entre ces deux équations et celle 
de la courbe donnée. Ce calcul n’est autre que celui qui 
est indiqué n"’ l.oi pour obtenir l'équation de la déve- 
Inppée. 
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Applkaliona des théories précédentes. 
161 . Parabole. — Soit x‘‘ = , t>n en lire 


x’ (ty X (l'y I 

•>.p t/x P itx' P 

La valeur du rayon de courbure sera 



Les coordonnées du centre de courbure seront données 
par les équations 




— S = — 



et 


X — a = JT 




Eliminant x et j entre ces deux équations et celle de la 
parabole , on trouve , pour équation de la développée , 

j_ 2 . 

^~p = \p- a*. 


Cette courbe a un rebroussement du premier genre au 
point pour lequel a = o. 

162. Ellipse. — L’équation «’y* 4- — a‘'b' 

donne 

dy b'x d'y b * 

dx n'y' dx' a' y'' 

^_ {a'y' + b\x'Y 
a'b' 

Or, en désignant toujours ])ar ]V la longueur de la uor- 
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_ (ti‘ r" -h 
a ’ 


iTh) 


R = 


«’N* 


Les coordonnées du centre de courbure seroul données 
par les équations 

(«'j’-f- r fa'r'-hù>x’)x 

- 

Si, au moyen de l’équation de l’ellipse, on élimine .r de, 
la première, et y de la seconde, on trouve, en posant 
a' — h’’ =z c', 

, i‘S «‘a 


J' = î^’’ 

c’ r> 


et , substituant dans l'équation de l’ellipse , on a, pour l’é- 
quation de la développée , 


i. * i. * L 

i* = f \ 


163. Hyperbole. — Soit maintenant 


on aura 


R 


i_y> _ 

fc'jr’ = — 

n'b'-, 

b ’j- 

d\Y _ 

b' 

a^y' 

dx' 



_ ("'j’ -t- 

b'x'Ÿ 


a ■ 

1 ’ 


R = 




a'h' (7 ’ h' 

I.cs équations qui déterminent les coordonnées du centre 
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do courbui'o seront 

^ [a'y' + h'x'‘)y (n ’y’ -y l>'x’).c 

^ ° (7 ’ é ' 5 -T a fc’ fl ' ’ 


d’où, en posant a' -h />‘ = c’, 


t t 



et riVjuation do la dévoloppco sera 


} 3 9 ] 4 



Kilo se déduirait de eellc de l'ellipse en y eliangoant 
en — /> * . 

11)4. Cydoïde. — I. écpiatiuii dilVérentiellc de la ey- 
«doide est 



et, par suite, 

R = 9. V "f uy. 

Or la normale MIS (fig. ii) est égale à sj^ay. Doue 
R = aMîV ; on aura donc le centre de courbure O, relatif 
au poitit M, en prenant ÎSO = MN. Mais si au milieu Ide 
la base on élève la perpendiculaire IB égale au diamètre id 
du cercle générateur, et qu’on mène en H une parallèle BV 
à la base, le cercle décrit sur la perpendiculaire NC 
comme diamètre passera par O : l’arc .NO scia donc égal 
à l’arc MN du cercle NMD, et, par suite, à la ligne AN. 
Donc OC = NI = BC. Donc le point O appartient à la 
cydoïde décrite par un point d'un cercle ayant an pour 
rayon, le point B pour origine, et B\ pour base. 

La développée de la <-ycloïdc AE.V' sc compose donc de 
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lieux demi-cycloïdcs AB, A' B, identiques avec la pre- 
mière, et dont le prolongement se rapporterait aux bran- 
ches suivantes de celle-ci. 

165.. La diflerencc de deux rayons de courbure étant 
égale à l’arc de la développée, compris entre les deux 
points de contact , et le rayon de courbure de AEA^ étant 
nul au point A , la ligne MO est égale à l’arc AO. Donc- 
dans toute cycloïde AOB, l’arc compris entre le sommet A 
et un point quelconque O est double de la corde ISO du 
cercle générateur ISOC qui passe en ce point. 

Ainsi, en revenant à la cycloïde primitive, on aurait 

ME = 2MI), 

et , par conséqueni , 

■ AE = .'}« et AEA' = 8 a. 

Si l’on fait art — =: 1 c’est-à-dire si Ion compte 
les y' à partir de E, dans le sens El, et que 1 on pose 
EM = 5, on aura 

.f' = 8«/'. 

Telle est l’équation de la cycloïde entre l ordonnée et 
l’arc, comptés à partir de son sommet. 

Si l’on applique à cette équation la formule 





on trouvera 

R = 2 y' 2(j (?.rt — V ’ ) = 2 y^ 2 <j/. 

166. Pour trouver l’équation de la développée, il fau- 
dra éliminer x et y entre l’équation de la cycloïde 

« —y I r 

a-.= rt aiT cos — — X'r 
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L*l les (leux é(|Uatioiis entre a, ë, x,j, qui se réduisent à 


J = — ^ , JC = X -h 2^ 


/ — 

V“T~' 


2a ^ 


D’après le signcqui a été choisi pour le radical , le point M 
(jue l’on considère est dans la partie AE. 

C(» valeurs x ctj, substituées dans l’équation de la 
cycloïde, donnent 


X = a ai'c cos - 


4- y/— 2(16 — 6" 


Si 1 on transporte J’origine au point B, en posant 
a = a' -+• 7!(J, 6 = 6' — 2 ( 1 , 

on obtient 

(1 ^ ^ 

— x' z=z a arc cos — y 2 ^ ^ 

n 

% 

Si donc on compte les a' ]Kisitifs dans le sens BV au lieu 
de BV on retrouve l’équation de la cycloïde primitive • 

, (1 — 6' 

X = a arc cos — — à'^ 2 <i 6 ' — 6'’. 

a 

167. On peut déterminer l’aire de la cycloïde en la 
considérant comme la somme des parties comprises entre 
les rayons de courbure consécutifs. 

Soient QH, PK deux rayons infiniment voisins, S leur 
point de concours, et PR parallèle à AA’j le rapport des 

SF’ 

triangles semblables SLF', SRP est dont la limite est 

J 5 de plus, QRP est infiniment petit par rapport à ces 
triangles, ainsi (juc l’aire HSK. Donc la limite de la 
.somme des aires I.FPR, dt'puis A' justpi’à A, est l’aire 
comprise entre la cycloïde AF.A' et sa base; et la limite 
de la somme des triangles SLE est l’aire comprise entre 
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AA' ft lus arcs AU, A' 15 : cullu airu ajoutée à la première 
forme le rectangle construit sur AA' et ao. D’ailleurs 
le rapport de LFPU à SLF a pour limite 3 , puisque le 
rapport de SPR à SFL a pour limite 4. Donc l’aire de la 
cycloïde AEA' est les trois quarts du rectangle qui a pour 
base attrt cl pour hauteur an, et dont l’aire est, par consé- 
quent , 

L’aire de la cycloïde est donc 37 ra’,ou trois fois celle 
du cercle générateur. 

Iü 8 . Spirale logarithmique. — Son équation r= ac'"'^ 
donne, comme on l’a vu ci-dessus. 


(Ir 


r/V 




N = y' 1 -1- /« i = MO , {fig. i a) S, =: mac =r AO. 
On ti’ouvera, ptntr le rayon de courbim’. 


R =r nc^'V' -r- 


üii R = MO. 


Le centre de courbure est donc à la rencontre de la nor- 
male avec la perpendiculaire menée par le pôle au rayon 
vecteur. 

Si l’on pose 

OAX = 6', AO = r', 

l’équation polaire de la développée sera, d’après ce qui 
précède , • 

, 

r 1 = mae 

Ou peut lui donner la même forme qu’à la proposée, en 
comptant les angles à partir d’une droite faisant avec AX 
un angle a tel , que l’on ait 
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l'é({ualioii précédente devient alors 

_» 

r zzzi OC 

La dévelopj>ée d'une spirale logarithmique est donc 
une spirale identique, et qui coïnciderait avec elle , si on 
la faisait tourner autour du phle, d’une quantité angu- 

taire a égalé a — 

?. m 

169. La difl'érencc des deux rayons de courbure MO, 
M'O' étant égale .à l’arc OCV de la développée, il s'ensuit 
que si le point M' tend indéfiniment vers le pôle, ainsi 
que O', l’arc OO' se rapprochera indéfiniment d’étre égal 

à MO. 

Ainsi la longueur totale de l’arc d’une spirale loga- 
rithmique compris entre un point quelconque O et le 
pôle a.symptote, est égale à la tangente OM terminée à 
la perpendiculaire au rayon vecteur AO, meuée par le 
pôle. 

Tonijenles vt plans normaux aux <(mrhes à ilouhic 
t'ourburr. 

170. Une courbe dont tous les points ne sont pas dans 
un même plan est dite à double courbure. La tangente 
en un tjueleonque de ses (loints est la limite vers laquelle 
tend une .sécante qui passe par ce jvoint et par un autre 
appartenant aussi à la courbe-, et qui se rapproche indé- 
finiment du premier. 

On appelle longueur d'un arc la limite vers laquelle 
tend le périmètre d'un polygone inscrit, lorsque scs côtés 
tendent tous vers zéro. Cette limite est indépendante du 
mode de division de l'arc , parce que les rapports des élé- 
ments correspondants de ces polygontîs, compris entre des 
plans parallèles infiniment voisins, ont pour limite l'n- 
nité. 


Digitized by Google 



PRFMIKRF. PARTI»;. I ■j5 

On pourra donc encore prendre la corde au lieu de l’arc 
infiniment petit, et la dill'ércntiellc ds de l'arc d’une 
courbe à double courbure aui a pour expression 

<ls = ^ (ty'> ilz’’, 

les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires. 

171. Une sécante pa.ssant par les points de la courbe 
ayant jK>ur coordonnées 


X, y, i, et X + Xr, y -I- Ar, i + Iz, 
fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont 

A) A: 


Ar 

Â7’ 


A.r ’ Ai ’ 


en regardant Av comme égal à sa corde. Leurs signes 

apprennent si la droite dirigée du premier point vers le 

second fait, avec les axes, des angles aigus ou obtus. 

, , . f/x ily ilz , 

Les limites de ces expressions, ou i sont les 

‘ fis ris ris 

cosinus des angles que fait la tangente avec les axes. 

172. l.es équations de la sécante passant par le point 
,r', y', z' de la courbe, et un autre point infiniment voi- 


ilonc les étjuations de la tangente seront, en prenant ces 
rapports difl’érentiels à leurs limites, 

= y -r' = %[--'•')■ 


Si la courbe est déterminée par les équations de ses 
mjections sur l 
cbaeuiie d’elles. 


tlx ^ ({y ^ 

projections sur les plans XZ, YZ, on tirera et — de 

f/2 . (tZ 
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Si clic csl donnée par deux équations à trois variables 
:>■/ î) = " . /(j". ,v. î) = O , 

on en déduira 

tl¥ djc> rfF dy' d¥ df iIj;' ilf dy' df 

dl' ,h''^7P'd7^dr~°' dI'dP'^dPdï'^dP~^'' 


et il faudra tirer de ces deux équations les valeurs de 

'^fi pour les reporter dans les précédentes, ou éli- 

, dx’ dy' , 

miner de toute autre maniéré y entre les quatre 

équations^ on obtient ainsi, pour les équations de la tan- 
gente, 


f/F , f/F f/F , 


dx' 


dz* 


O, 




dx 


;{x-x'). 


‘V , 





o. 


^ous verrons plus tard que ces équations ne sont autre 
chose que celles des plans tangents aux surfaces repré- 
sentées par les deux équations données, et dont la courbe 
donnée est rintersection. 

173. On appelle /»/«« normal celui qui est perpendi- 
culaire à la tangente, au point de contact. Sou éfjuation 
sera, d’après relies que nous avons données d'abord pour 
la tangente, 

Z — i' A-^(x—x')-h^{y —y’) = o, 
ou 

(x — .r') dx' + {y — y' ) dy’ -i- (z — z' ) dz' = o. 

174. On pourrait parvenir à celle même i^ualion en 
cheix-hant le lieu des droites menées par le point x\y' , a', 
perpendiculafii'ement à la tangente. Soient, en ell'et, X, v, s 


Digitized by Google 



PRKMIKRK l-,»r.TIK. 


'77 

les coordonnées d'un point f[uelcon({ue d’une de ces 
droites, les cosinus des angles qu’elle fait avec les axes 
sont proportionnels aux quantités x — x\ y — j ', z — z'; 
ceux qui sc rapportent à la tangente sont proportionnels 
à tix', tly'i dz'-. or, pour que ces deux directions soient 
perpendiculaires, il faut que le cosinus de leur angle 
soit nul; d’où résulte, pour tous les points du lieu. 

(x — x') dx' -h {_>• — y' ) tir' 4- (î — z' ) dz' = o. 

■ 175. On peut encore obtenir l’équation du plan nor- 

mal en le considérant comme la limite du plan qui ren- 
ferme les points communs à deux sphères égales ayant 
leurs centres en deux points de la courbe, iiiiinimcnt 
voisins. 

Soient a;', y', z' les coordonnées du premier point, 
.r' Ax', y z' ■+■ Ac' celles du second, et R le 

rayon des sphères ; l’équation de la première est 

(x - .r')' 4- ( J- -r')’ -t- (î - 2 ')' = R’; 

celle de la seconde est 

(.r — x' — Ax')' 4-(j‘ A_v')' 4- (î — z' — Az' )' = U’. 

Elles ont lieu en même temps pour les points communs, 
et si on les soustrait Tune de l’autre, on trouve, en né- 
gligeant les infiniment petits du second ordre et substi- 
tuant les dilférentielles aux différences, 

{x — x')dx' 4- ( 7 - —x')dy' -h{z — z')dz' = o. 

Cette équation étant du premier degré est celle du plan 
qui contient le cerele d’intersection des sphères, pris à sa 
limite, ou du plan normal. 

Toute ligne située dans le plan normal est dite nor- 
male h la courbe. 

Tout plan passant par la tangeutc est nommé plan tan- 
gent à la courbe. 

edit, 1 •?. 
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Pions tniufcnls, filons nonnonx, et norinoles on.i 
SOI faces courbes. 

176. Plan tanf^ent. — Lhic langcnle à mie surface esi 
la limite vers laquelle tend une sécante menée par un 
point de celle surface, loi-squ’uu second point d'intersec- 
tion tend vers le premier. 

(ie second point pouvant tendre d’une indiiité de ma- 
nières vers le premier, il y a une infinité de tangentes à 
la surface en ce point. Aous allons démontrer que le lieu 
de toutes ces tangentes est un plan, et Trous lui donnerons 
le nom de plan tangent. 

Pour déterminer, en général , le lieu de ces tangentes , 
soit 

f (•»■» r. ’} = O. 


l’t-quation de la surface. 

Les équations d'une tangente quelconque au point 
j:', y', z' seront 




les quantités ^ sont indéterminées, mais liées eiiln 


elles par l’équation 


tir' ,ly' 

' 7ÎP ^ ^ 


dans laquelle p cl q représentent les dérivées partielles 
(i') ’ ( l’équation s =/(x, j). 

Si l’on élimine entre les liois équations pré- 

cétlenles, on aura l’équation du lieu de toutes les tan- 
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génies. On trouve aîusi" 


(x — x') (.r — v') 

I = P — -, ,, _ — 


Z — i' = /> ( X — x' ) -+- 7 ( r — y ' ), 

ou 

et désignant les dérivées partielles de la fonction 

de X cl qui exprime la valeur de z. Cette équation 
étant du premier degré par rapport à x, r, z, il s’ensuit 
que le lieu des tangentes est un plan. 

L’équation du plan tangent prend une autre, forme 
quand l’équation de la surface est de la foi-me 

V{x,y,z) = o, 

et non résolue par rapport à z. 

On déterminera et —, par les équations 


r/F r/F f/z' 


r/F r/F dz' 


‘ r7x' dz' dx' ~ dy' dz' dy' ~ 
et l’équation du plan tangent sera 

177. Normale. — La normale est la perpendiculaire 
au plan tangent, menée au point de contact; ses liqua- 
tions seront donc 


X-X — (z-z'), (z — z'i. 
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178. Plan normal. — Si, au point de contact d’une 
tangente à une surface, on mène un plan pcrpendulain' 
à cette ligne, on aura un plan normal h la surface, ün 
trouvera son équation, soit en partant des érjuation^ 
d'une tangente, soit par l'intersection de denx sphères 
égales dont les centres sc rapprochent indéfiniment. De 
cette manière on aura pour l’équation d’un plan normal 
quelconque au point z', 

(.r — x' ) tW {y — x') fh' ri- (s — s' ) flP — o. 

F, lie est indéterminée parce que les différentielles dr', 
rly', dz' ne sont assujettis qu’à la condition 


,tz' — pdx' -y- qdy' = <lx' + ~ 
si l'on substitue cette valeur de r/s', on obtient 
rir' [x - .r' 4 - (î — z' ) I 
■+- '0 ' [.r (= - )] = O- 

Cette équation changera avec, le rapport que l’on établira 
entre r/vc', dj', et représentera tous les plans norma^ix au 
point donné. 

179. De cette équation du plan normal, on peut dé- 
duire eejle de la normale, et, par suite, du plan tangent. 
Eu effet, on voit qu’elle est satisfaite, quel que soit le rap- 
port de dy' à d.v', si l’on pose les doux équations 
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Donc Ions les plans noi-manx so coiijicnt suivant mie 
niênic droite, représentée par ces deux étjuaiions. (à;tte 
droite étant perpendicidaire à toutes les tangentes, ces 
ilernières sont toutes dans un même plan, ayant pour 
étpiation 


' “ dx' 




y 


On trouve ainsi, iiidépeiidamment de la première nié- 
tliotliî, les iVjiiations du plan langent et de la normale. 

180. Plan osenlalcur. — On appelle ainsi la limite 
vers larpielle tend le plan tjui passe par trois points d’une 
. eourlie, cpii tendent iiidéliniment à se réduire à nu seul. 
Soient ,r', J z' les coordonnées d’un ^loiiit quelconque 
de la courhe, x' 4- ) ' -t- ^ s' -I- Az' cidles 

d'un point infiniment voisin, et x' -h aA.t:' + A'x', 
>•' + aA) ' -t- A’y', z' - 4 - aAz' -H A*z' celles’ il'un troi- 
sième jKiint de la courlie, les dillérciitielles étant tléter- 
ininées d’après les accroissements égaux d’une variable 
queleonque, dont x', y ', z' sont des fonctions déter- 
minées. 

Tout plan qui [lasse par le jnemier point a pour équa- 
tion 

z — z' = « — .r' ) 4 b (y — y'); 


pour ipi’il passe par les deux autres, on aura lés condi- 
tions 

' Ai' r.- ’tiSx' -+- b^y 

Xz' = «A’ar'4- l>Xf‘-, 

et pour le plan limite ces é(|uations auront lieu entrp les 
dillérentielles 


</.c', (/»', dz', d’x', d'y’, d’z’. 


Les valeurs de a et /> tirées de ces deux éipiations, et 
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reportées dans celle du plan, donnent l'équation du plan 

osculateur, qui est 

— x') [dy ’d'z’ — dz'd’‘y') [y — y') {dz'd'x' — dx'd'z') 
' -y [z — *') {dx'd’y' — dy'd’x') = O. 

181 . Si l’on cherchait la limite des plans passant par la 
tangente en un point d’une jcourbe, et par un autre de ses- 
points tendant vers le premier, il est facile de voir qu’on 
retrouverait le plan osculateur. , 

En ell’et, les équations de la tangente sont 


=5T<‘ 




et le plan dont l’équation est 


t — z' = a{x — b [y — y’) 

contiendra cette tangente, si l’on a 


I = fl ^ l> J OU dz’ = adx' hdr’, 
dz dz 

ou, prenant t ]K>ur variable indépendante, 

dz ' dx’ dy' 

~^ = a- 1- A -T- ■ 

dt dt dt 

Pour (jue ce même plan passe par un point avant pour 
coordonnéîcs x' As', j' -(- A)'', z' -h Aa', il faudra que 

l’on ait 

'Aï' = rtXr ' -f- Sily'. 

Mais on ne pourra, dans cette équation, négliger les 
termes du second ordi e, parce que tous ceux du premier 
disparaissent, en vertu de l’équation préecMente. 

EneH'et, si l’on développe les dillcrences, et (ju on so 
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Ijoriic un second ordre, on aura 

, <lz' d'z' ,ly' f/'t 

— A/ -f- -7-: H • ■ • ) Av “ Af • 


lb3 


fit 


dt' 


dt‘ 


, dx' 

Ar = St 
dt 


d'x' A/’ 
dt’ 2 , 


Subsliluant dans l'équaiion ci-dessus , les termes qui 

renferment au premier degré disparaissent, et il reste, 

eu négligeant les in(inimeiU petits du troisième ordre, et 

. Af’ 

(Il visant par —, 


tl’t' d’x' 

IF ~ ° lïF 



ou f/'s' = fid'x' -+- bil'jr'. 


Jx's etKîfllcicnts a cl b sont donc déterminés par les mêmes 
é(|iiations que précédemment, et l'on trouve l’équation 
du plan osculateur._ 

On trouverait encori- le même plan en clierchant 
la limite de celui qui passerait par une tangente et une 
parallèle à la tangente inliniinent voisine. 

182. Angle de contingence .- — On appelle ainsi l’angle 
de deux tangentes infiniment voisines, ou, pour parler 
rigoureusement, la dill'érenlielle qui correspond à cet 
angle in(iniment petit; c’est-à-dire une quantité dont le 
rapjKirt à raccroissement de la variable indépendante 
soit égal à la limite du rapport de l’angle des tangentes à 
ce même accroissement. Ces tangentes n’étant pas dans un 
même plan, leur angle est celui de deux droites qui pas- 
seraient par un même point et leur seraient parallèles. 
Soient a, i , c les cosinus des angles formés avec les axc’s 
par la première tangemte, et a -f- An, b -t- A/>, c -H Ac 
ceux qui se rapportent à la seconde ; le cosinus de l’angle w 
de ees deux trireelions sera 


ces î») — it -4- è'-p r -t- ttS<i - 4 - bsb -4’ ( Ac — i-4'((An b Sb < Ac . 
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Di! l’équation 


b‘ 


on tire 

•xaAa -i- ïb\h -f 2rAr -|- Aé 

donc 


1 — cos U = 2 SI n ’ — =; 

2 


Ac' = o; 
A« ' + A6‘ -t- A<' ‘ 


Si 1 on remplace siuto par ut, et les dirt'érences par les 
diirérentielle’s, m sera ce que nous avons appelé l'anttle 
de contingence, et l’on aura 


'•*’ — -h de-, on w 2 = -f- db’’ •+• i/r‘. 

On pourrait encore établir cette formule par des consi- 
dérations géométriques. 

Menant M15 [fig. i3) parallèle à, la seconde tangente, 
et prenant MA = MH = i, on a 


AB = 


Projetant le polygone MAIÎ sur les trois axes, et appelant 
(X, V les angles de la direction AB avec les directions 
positives de ces axes, on pourra écrire 

da = wcos /, db = tü cos fi, de = wcoSv, 


1 = ^da^ ■+■ db- -i- de' , cos X = 


du 


\Jda ' 


db 


<^lu ’ -t- db ' -t- de 


% arc = 


■ db' 
de 


■de' 


^ lia ' + db' + de' 


Cela fait connaitre l’angle de contingence et les cosinus 
lies angles de la direction prise du point M vers le centre 
de courbure. 

Or on a 

dx dr dz 

ds d.s ' ds 
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<roii Ton liit* 


(is<i^x — lixd's dsd^y — dyd's 

— ’ 


f/c 


tlstl'z — lizit’s 

di‘ ■ 


substituaiu ces valeurs dans celle de w, et observant 
([u’on a 

r/s ‘ = f/.C ’ + i/jr f -f- llz 


r/stl'S — t/xd^x + dyd'y r/zf/’z , 

on obliendra 

w = — sjrl^^-^-t/^y'-\-d^z' — d‘s^. 
ris 

On peut faire disparaitre d's de cette expression , en tirant • 
sa valeur de l’équation précédente ; pn trouve ainsi, toute 
réduction faite, 

« = ^ {drd'z — dsd'xY -f- {dzd'x — (Ird- c)' + {dxd'j — 


183 . Si , au lieu de chercher l’angle de deux tangentes 
en des points M,lVI' iniinimcnt voisins {Jig. i4)) on cher- 
chait l’angle de la corde MM' avec la corde M'M", en 
supposant les deux points M'M" correspondants aux 
accroissements égaux d’une variable quelconque /, on 
trouverait la même expression pour l’angle TM'M". En 
ellét , les cosinus des angles de MT avec les axes sont les 

rapports -^7, “771 et didérent de quantités infini- 

* * M iM iNJ iVl IM M 


, , ... . f/r t/y r/z , 

ment petites, de leurs limites respectives —, —• Le 

changement de l en l -H dt donnera donc les mêmes accrois- 
sements dans les uns et les autres, en négligeant les quan- 
tités d'un ordre supérieur à celui (les accroissements. Il 
est donc inutile de recoininciicer ici les calculs préeé- 
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tlciits; el la valeur de TM'lM'' aura la luôme expression 
<[ue celle de l'angle de conlingencc w. 

18i. Cercle oscillateur. — Dans les courbes à double 
courbure, comme dans les courbes planes, nous appelle- 
rons cercle oscillateur la limite du cercle qui passe par 
trois points inGnimcnt voisins; ce cercle limite se trou- 
vera évidemment dans le plan osculateur. 

Soient M {Jig. i5) un point quelconque de la courbe ; 
M', M" des points qui s’en approchent indéfiniment; 
O le point de rencontre des perpendiculaires menées par 
M, M" à ces deux cordes, dans le plan qui les contient ; 
M'O sera le diamètre du cercle passant par M, M', M". 
1/angie O a pour mesure l’arc de cercle MM'M'' divisé 
par le diamètre M'O. Or on peut substituer à cet are celui 
de la courbe , ou a As -t- A’s. 

2 Ax 

On aura donc M'O = en négligeant A’s. 

Mais l’angle O est égal à TM'M" qui peut être remplacé 
par l’angle de contingence w relatif .i l’arc As. On aura 
ainsi, en désignant par R le rayon du cercle oscillateur, 

Il = — ; d’où , en remettant pour u rune ou l'autre des 

Cl) ^ 

deux expressions données précédemment, on lire It's for- 
mules rigoureusement exactes 

</.v> 

. yd’a:’ -t- rf'/’ -f f/'s’ — tt'i- 

et 

W= . - 

(i{r d’ s — dtJ'j ,^-h {dtd'x — dxd‘ e)' -h(,drd'j — d.i'd'x)’ 

185. Angle de torsion. — On appelle ainsi l'angle de 
deux plans oscillateurs consécutifs, ou , jxmr parler plus 
exactement, la didérenlielle corrcsjKnidanle. 

.Soient a , o , y les angles que fait avec les axes la noi - 
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male à un plan oscuIaU;iu’; on aura, d’après ré<jiialion 
de ce plan, x, z étant les coordonnées du point de la 
courbe , 

ilyd‘ Z — <lzd'‘Y „ did^x — dxtl’z 

cosa= i cos 6 = » 


cos 7 


dxd' y - 


■ dvd‘ 


D 


en posant 


ü = ^ — dzd*jy -f- iLcU* t)' -F- [iLxd* y — dyU* x)* 

La normale au plan osculateur infiniment voisin fera avec 
la précédente un angle-égal à celui des deux ]>lans, si on 
le désigne par U, on aura , par un calcul semblable à celui 
qui a donné l'angle de contiugcnce, 


U = \/ (f/.cosa)’-t- (f/.cosÇ)’-+ (f/.cosy)’. 


Telle est l’expression de l'angle dont le plan de deux côtés 
voisins du polygone infinitésimal tourne autour du se- 
cond pour venir passer par le troisième. Mais il faut l’ob- 
tenir en fonction des dillércntielles de x, y, z ; pour cela , 
posant 

djd'‘z — dzd'y = X, dztl' x — dxd’z = Y, 
dxd’y — dyd' x 

d’où 

dyd^z — dzd^y — il\, ^z/i‘x — dxd^z = d'd , 
dxdy ' — dyd'x = rfZ, 

on trouvera 


Y*-hZ') (dX’-edY’ -h <tZ*)-;(X</\ Y</ Y|+ ZjZ)’ 

~ X’-eŸ'-t-Z* 

v'(VrfZ-ZaY)‘.*-(ZrfX - X.lZ)*x^X<iY - YJ XV 
“ , X>-t-Y'-t-Z> 




JK 
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Mais on a 
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\dZ — Z</Y _ Zr/X — X(/Z _ \d'i — \d\ 
dx djr dz 

— dx [d'yd‘ Z — d‘zd^y] -f- dy(il‘zil'x — tl'xd'z) 

-+- dt[d' xd‘y — tl’yd‘x). 

Donc 

_ d-T^d' J J’ z-il ' td‘x)-i-<0 (d‘ id’x-d' Td’s)-t-d:{J‘xd‘j—il'jJ’x) 
(d.^d*3 — dsd'*y-t- {dzd^x — dxd'z'y ~^ylxd*f — 

Il n’y a pas lieu de représenter celle seconde courbure par 
celle .r un cercle cjui se préscnlcrail aussi naturellement • 
i|ue le cercle oscillateur ijui mesure la première. 

180. Si le rayon de la pi'cniière courbure est Infini pour 
Ions les points d'une ligue, tous les côtés du polygone 
iiilinitésimâl inscrit dans celte ligne sont dans le prolon- 
gement les uns des autres, et, jiar conséijuent, cette ligne 
est droite. La condition pour (|u'une ligue soit (Imite 
pourrait donc s’exprimer par l'é(|ualion did’érenticlle 

[dyd^z — dzd' y)' -\-[dzd^ X — dxd‘zY-\- [<!xd'y — o, 

d’oii l’on lire les trois éipiations 

dyd '■ Z — dzd'y = o , ilzd'‘x — dxd'z =(J, ' dxi/ 'y — f/i </ x = o, 


ou encore 




"i 


d’où l’on conclut 



Il et /> étant des eoiislanles arbitraires, l'.l eomine ii et /) 
sont les dérivi'-es île nz et Az , il suit d’une proposition 
démontrée précédemment, f|iie les ronciions x et » ne 
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pcuvonl ÔMv ({ui- «I»! la (’ornu- 

■r = «î -4- a , r = hz fl , 

a. Cl S désignant des constantes arbitraires. On reloinbe 
ainsi sur les équations générales de la ligne droite. 

Si la seconde courbure est nulle, tous les plans oscilla- 
teurs se confondront, et la courbe sera plane. La condi- 
tion pour qu’une courbe soit plane est donc exprimée |iar 
l'équation diirérentiellc 

ilx[d'yil^z — -f- ily [d- zd^ .t — d'xil'z ) 

-4- dz{d’.Td\r — d'‘ydKx) = o, 

équation qui se réduit h 

d 'yd* Z — d^z<l‘y = o, 

si l’on prend x pour variable indépendante. 

On vérifie bien facilement que cette relation existe pour 
tous les points d’une ligne située tout entière dans un 
plan. 

187. Surface polaire. — Si l’on conçoit un polygone 
infinitésimal inscrit dans une courbe à double courbui'e, 
et qu’on élève des plans perpendiculaires au milieu de .ses 
côtés successifs, la ligne d’intersection de deux de ces 
plans consécutifs sera le lieu des p6les du cercle passant 
par les trois sommets correspondants du polygone; et sa 
limite sera le lieu des pôles du cercle oscillateur vers lequel 
tend le cercle variable. 

Il est facile de reconnaître d’ailleurs que l’on trouverait 
la même ligne eu cliercliant la limite dg l’intersection de 
deux plans uorma.ux consécutifs. 

Si l’on agit de la même manière en tous les points de la 
courbe donnée, on obtiendra une suite de lignes polaires 
qui formeront une surface qu’on nomme surface polaire. 
F.llc n’est autre chose que le lieu des centres des spb’ères 
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HniilfS (Ji: celles (|ui oui irois |>oiut.s inriiiiineiU voisins, 
coinnnms avec la courbe. Celle surface esl dtiveloppable . 
car elle sc compose d’éléinenls plaus indéfinis compris 
cuire les deux inlerscciious successives de irois plans 
conséculifs. De plus, ces élémenls plans onl pour limile 
de leurs directions, celles des plans tangents : donc tous 
les plans normaux à la courbe sont tangents à sa surface 
polaire, et cette dernière peut être considérée comme la 
surface enveloppe de ces plans. 

188. Spherc osciilairice. — On désigne sous ce nom la 
limite des sphères qui ont avec la courbe quatre points 
communs qui se rapprochent indéfiniment. Le centre de 
la sphère passant par quatre sommets conséculifs du po- 
lygone inscrit, esta la rencontre des deux droites sui- 
vant lesquelles sc coupent les trois plans perpcndiculaircs 
aux trois côtés conséculifs du polygone; c’csl le point 
commun à deux droites polaires consécutives. 

Les centres de ces sphères successives déterminent un 
jmlygone qui tend vers une courbe dont les droites po- 
laires sont les tangentes ; cette courbe t»l donc renveloppe 
des polaires. Elle est au.ssi l’arôle de rebroussement de la 
surface développable, lieu de ces polaires, c’est-à-dire de 
la surface polaire. 

189. Équation de' la surface polaire. — Cette surface 
est le lieu des intersections successives des plans nor- 
maux , ou encore des normales à la courbe donnée. Or 
l'équation d'un plan normal quelconque est 

(1) [x — r']ilx' -¥-[}■ — -I- (i — z')th' = O. 

• 

Si l’on donne à la variable indépendante t, dont'on re- 
garde z' comme des fonctions connues, un accrois- 

sement infiniment petit At, et que l’on considère le plan 
normal au point voisin qui en résulte, son érpialion se 
com^sera des mêmes termes que la précédente, plus les 


Digitized by Coogle 



‘I 


PREMliriF. P.vnTIF. 

lormcs ivsiillant ilu cliniigciiH-iit tics ijuaiitiiôs x', > z', 
ilx', <(}', f/z'. l.cs premiers termes s’annulent pour les 
^>oinls communs aux deux plans , et il reste, en négligeant 
ceux du troisième ordre et passant aux didcrcntielles, 

(2) — y-k(i— — tW' = 0. 

Les équations ( i ) et (2) ont donc lieu entre les coordon- 
nées X, y, Z de tous les jtoints d'une des génératrices de ■. 
la surface polaire. 

Done on aura l'étjuation de la surface polaire, en éli- 
minant . 1 "', •) ', z' entre les équations ( 1 ) et celles de 
la courbe donnée, 

190 . Centre de la sphère oscnlatrice. — Ce rentre est 

la limite du point de rencontre de trois plans normaux 
consécutifs, ou de deux droites suivant lesquelles se cou- 
pent les deux premiers et les deux derniers de ces plans. 
L’une est représentée .à la limite par les deux équa- 
tions (1), (2); l’autre par ces équations augmenlcH.-s de 
leurs dillérentielles. Pour la limite du point commun aux 
deux droites, les difTércnticlles des équations (1), (2) par 
rapport à z',dx',..., seront donc nulles, et il en 

résultera cette nouvelle équation 

( 3 ) {x—x')iPx'-h{x-x')'l‘y'-^[z — z')d^z'— 3 ils'<rs'=zo. 

Les équations ( i ) , (2) , ( 3 ) donnent le centre de la sphère 
oscnlatrice correspondante au point (x', j', z') ; et l’on 
aura les équations du lieu de ces centres, ou de l’arèle de 
rebroussement delà surface polaire, en éliminantx',j^ ', z ' 
entre çes trois équations et celles de la courbe donnée; 
d'où il résulte deux équations entre .r, y, z. 

191 . Il est facile de reconnaître, au moj’en des é<jua- 
tions (1), (2), que tout plan normal à la courbe est 
tangent à la surface polaire. Kn effet, considérons sur 
cette dernière un point quelconque infiniment voisin de 
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celui qui a jxnir coordoiiuccs .r, i, z el qui se tiou\e 
dans le plan normal déterminé par rinjiialioii (i). Soient 
considérés lix, ri) , dz eomine les diirérenccs de leurs eoor- 
doiinées : les équations (i), ( 2 ) sont satisfaites par les 
coordonnées du premier point; et elles le seront par celles 
du deuxième, si l’on considère le plan normal innnimenl 
voisin qui passe par ce deuxième point. 

Or, si l’on donne à .r, 7 , s; .r', r'i s' 1rs accroisse- 
ments correspondants d.r, dy, dz\ dx\ d}', dz' dans 
l’équation (i), il restera, en vertu de l’équation ( 2 ), 

rtxfix ' ' -t- rizilz ' o . 

Mais la droite qui joint les deux points pris sur l.a. sur- 
face polaire, et finit par lui être tangente, fait, avec les 
axes, des angles dont les cosinus sont proportionnels à 
f/x, dy, dz \ l’équation précédente prouve donc que cette 
droite est perpendiculaire à la tangente h la courbe au 
point (x', y', z'), et que, par eonséquent, elle estsituéi' 
dans le plan normal, au même point de cette courljc, 
puisqu’elle a déjà le point (.r, yy z) commun avec ce 
plan. 

192. Centre de courbure. — Le centre du cercle oscil- 
lateur, ou le centre de la première courbure, se trouve 
dans le plan osculatcur, et sur la droite polaire du point 
que l’on considère sur la courbe. On aura donc ses coor- 
données en chercliant les valeurs de x, j, z qui satisfont 
aux équations 

(x-x')dx' -^(y —y')dx' ■+[z — z')dz' = 0 , 

(x — x')c/’.r' {y — y')tl’y' -|- (s — z']d’‘z' = ds'y 

(x — x') {dy'd’z' — dz'd^x') -(-( y — y')(dz'd'x' — dx'd'z') 
-H (î — z') {dx'd’y' — dy'd'x') = o. 

Ces \aleurs de x, j , z sont données par les formules sui- 
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î — i' = [fij '{fl_y',l‘z' — ftz'(i’x')-,lx’{dz',I’x'—flx',l^z’)], 
y — x' ~ — djr'd’x') — rlz'(flx'd’z ' — )], 

X — x’ = ^^[dz' (dz'd\v' — flx'<n z' ) — djr' (dx 'd\y' — dy'd^x’)], 
R désignant le rayon de courbure, dont la valeur est 

- -.-.‘"•1- — 

^ ^ Jr 'd *fi'’ — dz’d*jr' T-t-C dz*d'x' — dx*d'z' 'd*y* — dx'd'x * )’ 

Si, au lieu de déterminer les coordonnées du centre de 
courbure, on voulait les équations du lieu de ces centres, 
il suflii'ait d’éliminer x' , _y_', z' entre les trois premières 
équations et celles de la courbe donnée*, les deux équa- 
tions résultantes entre x, z seraient celles du lieu de- 
mandé. 

193. Contact des courbes à double courbure. — Cette 
théorie est semblable à celle que nous avons donnée pour 
les courbes planes; seulement, au lieu de couper les 
courbes par des droites parallèles à un axe, il faudra les 
couper par di?s plans parallèles h l’un des plans coor- 
donnés, par exemple au plan x,y. Ainsi, lorsque deux 
courbes auront un point commun x', y\ r', et qu’en 
les coupant par un plan parallèle au plan x,j et situé 
à une distance inCnimeut petite dz' du point commun, 
la distance des deux points ainsi obtenus sur ces courbes 
sera infiniment petite, de l’ordre w i , on dira que les 
courbes ont un contact de l’ordre n. On reconnaît facile- 
ment que l’ordre de celte distance infiniment petite est le 
même pour des plans coordonnés quelconques, pourvu 
que les tangentes à ces courbes au point commun ne 
soient pas parallèles au plan sécant. La projection d'une 
2 ' édit. |3 
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ilroilc sur un plan clant égale au produit de cette droite 
par le cosinus de son iiielinaisou sur ce plan, le rapport 
des longueurs de la droite et de sa projection a une limite 
(inie, si la limite de cctUî droite ne fait pas un angle 
droit avec le plan. Donc les trois projections orthogonales 
d’une droite variable de grandeur et de direction sont , en 
général, des grandeurs du même ordre que cette droite; 
et il en est toujours ainsi pottr deux de ses projections au 
moins: il ne peut y avoir qu’une d’entre elles, au plus, 
(pii soit infiniment petite par rapport à cette droite. D’où 
il suit que, pour que deux courbes à double courbure aient 
un contact de l’ordre n , il est nécessaire et suffisant que 
deux de b;urs projections aient un contact de cet ordre; 
ce qui ramène à la théorie du contact des courbes planes. 
Ainsi les conditions pour que ce contact ait lieu au point 
dont les coordonnées sont .r', j'', a', consistent en ce que 
pour la valeur z' de z, les quantités 

ilj- dy d^jc d'y d"x d") 

^ ’ dz ’ dz ’ dz' ’ dz' ’ ’ r/z" ’ dz" ' 

aient les mômes valeurs d'après les équations de ces deux 
courbes. On obtiendra donc encore la courbe osculatrice 
d'une espèce donnée, en déterminant les coefficients de 
ses équations de manière qu’il en résulte le plus de déri- 
vées communes avec la courbe donnée, à partir des pre- 
inièrt's. Si les projections sur un plan avaient un contact 
plus élevé que les projections sur un autre, il 'suit de ce 
qui précède que le moins élevé des deux exprimerait 
l’ordre du contact des deux courbes proposées. 

19i. Droite osculatrice. — I.es équations générales 
d’une droite étant 

X = n: -H a, y = bz -h d. 


b;s cqualioiis qui détermineront a, ol 

I . II, ^ 'ir' 

X z=az -i- a, y- =ê3'4-C, — 

\ 


, A, ô seront 
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les dérivées ^ ^ étant tirées des é(]iiations de la 

courbe donnée. La droite osculatrice a donc. pour éfjua- 
tions 




r ■ 




ce sont celles que nous avons déjà trouvées poui- la tan - 
gente. 

19S. Cercle osculateur. — Les équations les plus com- 
modes pour la détermination d’un cercle dans l’espace 
sont celles d’une sphère et d’un plan. Soient donc les 
équations générales du j-erclc 

{') (î — 7)> -t- (j — 6)’ (x — a)’ = R’, 

( 2) z-h ax -h bjr -i- r =zo -, 


dill’érentiant deux fois ces éejuations, en considérant j: 
et J comme fonctions de z, et les autres quantités comme 
constantes, on aura les é-quations suivantes: 


(3) 


-•/) + 

(r-e) 

''y , 

( 4 ) 

z/r' 

fix^ 

+ (r- 





( 5 ) 



f{x 

, <h 


l 


-^•'Tz 

( 6 ) 



,/ = .z 

, '/’r 






On remettra dans ces six équations, au lieu de x, y, les 
coordonnées du point donné de la courbe, et l’on rempla- 
cera toutes les dérivées par cellés que donneront les équa- 
tions de cette même courbe. On en déduira les valeurs de 
six des constantes a, h, c , <z , c , y, R, et il en restera 
une indéterminée, parce qu’on p-ut faire passer une infi- 
nité de sphères par un même cçrclc. 

i3. 
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Los coefficients a, b ^ c sont entièrement déterminés, et 
l’équation du plan devient, en désignant par jr', y', z' les 
coordonnées du point donné , 

(z — z') — (iy'(l^x') — dz'H'y' (x — x') 

-h di'd'x' (y — y') — O. 

Cette équation n’est autre chose que celle du plan oscula- 
teur, dans laquelle z est pris pour variable indépendante. 
Les équations (3), (4), dans lesquelles on regardera «, ê, y 
comme variables, représentent deux plans qui sont per- 
pendiculaires au plan ( 2 ), en vertu des équations (5), (6). 
Les centres des sphères sont donc sur une perpendiculaire 
au plan du cercle , et elles couperont toutes ce plan sui- 
vant un même cercle , puisqu’elles passeront d’ailleurs par 
un même point (x', y', z'). 

Il est facile de reconnaître dans les équations (3), (4) 
relies qui déterminent la droite polaire relative au point 
{x\ y\ z') quand on prend z pour variable indépen- 
dante-, et comme le centre du cercle s’obtiendra en cher- 
chant l’intersection de cette droite avec le plan du cercle, 
on reti-ouve , d’après ce nouveau point de vue , tout ce 
qui avait été déterminé relativement au cercle osculatcur, 
par des considérations difl’érentes. 

Contact fies surfaces. 

196. Lorsque deux surfaces ont un point commun 
(x', _y', z'), cl qu’en faisant varier de quantités in- 
hniment petites quelconques </.r', dj', la différence des 
valeurs de z correspondantes est un inlinimcnt petit de 
l’oi-dre « -I- I , on dit que ces surfaces ont un contact 
de l’ordre n. L’ordre de cette différence est le même pour 
toutes les directions qui ne sont pas parallèles aux plans 
tangents à ces surfaces , au point que l’on considère : il 
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résulte de là que deux surfaces auront uti contaet du pre- 
mier ordre, lorsque pour une même valeur de a;', y' 011 
tirera des équations de l’une et de l’autre les mêmes va- 

leurs pour z , , — • 

Elles auront un contact du second ordre lorsqu'elles 
donneront, en outre, les mêmes valeurs pour les coeffi- 
cients différentiels partiels du second ordre 


<l‘t' 


d’z' 


dy'-' 


Enfin le contact sera de l’ordre n lorsque tous les coeffi- 
cients dilfércntiels seront les mêmes jusqu’à cet ordre in- 
clusivement. 

La surface osculatrice d’une espèce donnée se détermi- 
nera comme les courbes osculatrices, en établissant le 
plus grand nombre |H>ssible de dérivées communes entn; 
les fonctions qui expriment la valeur de z dans son équa- 
tion et celle de. l’autre surface que l’on considère. 

197. Plan osculatcur à nue surface. — Soit l’équa- 
sion géniale d’un plan 

Z = rtx t- h Y -4- c ; 

on aura, pour déterminer a, />, c, les é-(|uations 
z' = ax' -t- hy' -f- c, 

étant tirées de l’éciuation de la surface donnée 

dx' dy' 

L’é(piation du plan oscillateur sera donc 

, F' 

Ce plan n’est donc autre chose que le plan tangent. 

198. Sphère osculatrice à une surface. L’équation, 


dz' 

IP 


dy' - 
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la plus générale d’une sphère ne renreriiiant que quatre 
constantes arbitraires, ou ne peut, en général, établir un 
contact du second ordre entre une sphère et une surface 
donnée, puisqu’il en résulterait six équations de condi- 
tion. On ne pourra donc établir, entre ces surfaces, qu’un 
contact du premier ordre. Il restera une constante indé- 
terminée dans l’équation de la sphère, et l'on pourra en 
profiter de manière à déterminer un contact du second 
üi-dre avec l’une des courbes que l’on peut tracer sur la 
surface; mais ces recherches nous écarteraient de notre 
objet. 

199. Contact des courbes et des sur J aces. — Si , à 
partir d’un point commun à une courbe et à une surface, 
on mène des parallèles à l’axe des z , on dira qu’il y a un 
contact de l’oidre n , lorsque la dilîérence des valeurs cor- 
respondantes de Z pour la courbe et la surface sera infini- 
ment petite de l’ordre // -|- i . On arrivera à des condi- 
tions du même genre que dans les cas précédents, et dans 
le détail desquelles nous n’entrerons pas. 

200. Développées . — Si l’on considère une quelconque 
des normales en un point d’une courbe à doubletfourbure, 
elle sera tangente à la surface polaire. Le plan normal 
mené par un point de la courbe, infiniment voisin du pre- 
mier, coupera cette normale en un point qui sera commun 
à deux normales infiniment voisines. En faisant pour la 
seconde normale ce qui a été fait pour la première, et con- 
tinuant ainsi, on aura une suite indéfinie de normales 
à la courbe donnée , dont chacune rencontrera la suivante, 
et dont les points de contact avec la surface polaire seront 
infiniment rapprochés les uns des autres. Le point de 
concours des deux Hormales consécutives , se trouvant sur 
l’intersection des deux plans normaux, se rapproche indé- 
finiment de la surface polaire, qui est le lieu des limites 
des intersections des plans normaux consécutifs. 
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(À;Uc suite de iiorutales déleriiiiiie doue un polygoin; 
dont les côtés sont infiniment petits, et dont la limite 
est une eourbe tangente à toutes ces normales, et située 
sur la surface polaire; on l’appelle dt-vclopiwc de la 
eourbe donnée. 

Comme on peut choisir une quelconque des normales à 
la courbe au point de départ , on obtiendra une infinité de 
développées aussi rapproebées (jue l'on voudra , et toutes 
seront sur la surface polaire, qui peut étrt! considérée 
comme en étant bî lieu géométrique. Rclativemi-nt <à ces 
courbes que nous avons iionimées développées, la pre- 
mière prend le nom de développante , à cause d’une pro- 
priété analogue à celle (|uc nous avons reconnue dans les 
courbes planes, et dont nous allons donner la démons- 
tration. 

Soient Mi\, M'l\' {fig- lÉi) deux droites normales en 
M et M' à la courbe en (|uestion, N et N' leurs points de 
contact avec la développée; nous allons prouver que la 
difl’ércnce des longueurs M'iN* et MiN c;st égale à l'arc 
IVN', à un infiniment petit près, du second ordre an 
moins. En eflèt, si aux points M et >’ on conçoit deux 
plans perpendiculaires à MN , la longueur M'P sera du 
second ordre puis([ue la courbe M'.M est tangente au plan ; 
de plus, QP surpasse ]\L\ d’une quantité infiniment pe- 
tite du second ordre. On peut donc prendre N'Q comme 
égale à la différence M'JV' — MiN , à une quantité près du 
second ordre. Mais la limite du rapport de iN'Q à la coi'de 
iVi\' est l’unité, puisque les angles Q et ÎN du triangle rec- 
tiligne QiNN' tendent vers des angles droits. Donc iN'f) 
dillère de l’arc N'i\, tout au plus d'un infiniment petit 
du second ordre; tlonc, enfin, la dilférence de deux nor- . 
males consécutives MN , M'IN' est égale à l’arc iN iV, com- 
piis entre leurs points de contact avec la développée, 
plus ou moins une cpiantité infiniment petite par ra[ipoi i 
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à Col aie , el qui , par conséqiienl, peut être négligée sans 
qu’il en résulte aucune erreur dans les limites des rap- 
ports ou des sommes. 

II résulte de là que si en deux points quelconques de 
la développée on mène des tangentes terminées à la dé- 
veloppante, la différence de leurs longueurs est rigou- 
reiisemeul égale à l’arc compris entre les points de con- 
tact. 

Et l’on voit par là que la différence entre M'^i' — Mi\ 
et l’arc NN', qui devait être au moins du second ordre, 
était réellement égale à zéro. 

Maintenant supposons un fil qui coïncide avec la déve- 
loppée à partir d’un point quelconque, où il s’en sépary 
tangentiellcment et se prolonge jusqu’à la développante. 
Si on le déroule en le laissant toujours tangent à la déve- 
loppée, il prendra successivement la position des diverses 
normales qui sont tangentes à cette courbe; et ces nor- 
males croissant précisément de la même longueur que le 
fil qui se déroule , ce sera toujours le môme point de ce 
fil qui se trouvera sur la développante. Cette courbe sera 
donc décrite par l’extrémité du fil pris dans la première 
position. C'est cette propriété qui a fait donner aux deux 
courlies, rtine par rappoi't à l’autro, les noms de déve- 
loppée et développante. 

201 . Le lieu des centres des cercles osculateurs d’une 
courbe à double courbure n’est pas une développée de 
cette courbe. En ellet, deux plans osculateurs consécutifs 
se coupent suivant une droite qui a pour limite la tan- 
gente, et ils forment entre eux un angle infiniment petit 
du premier ordre. La distance du centre de courbure con- 
tenu dans le premier, au second plan , est donc un infini- 
ment petit du promier ordre; or sa distance à la normale 
contenue dans ce second plan est plus grande que sa dis- 
tance au plan : donc cette normale n’est pas tangente à la 
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courbe qui passe par ces deux centres, puisqu'il faudrait 
pour cela que celte distance fût un infiniment petit d’un 
ordre supérieur au premier. Le lieu des centres de cour- 
bure n’est donc pas une des développées, lorsque la 
courbe que l'on considère n’est pas plane. .. 

202. Les développées d’une courbe à double courbure 
jouissent de la propriété remarquable de se réduire à des 
lignes droites quand ou développe la surface polaire sur 
un plan. 

Pour le démontrer, nous considérerons un polygone 
inCnitésimal inscrit dans la courbe donnée, et ayant ses 
côtés égaux; ce qui revient à prendre l'arc pour variable 
indépendante. Sur les milieux de ces côtés nous conce- 
vrons des plans perpendiculaires, dont les intersections 
formeront les arêtes de la surface développable qui , à la 
limite, devient la surface polaire. 

Or, si du point milieu d’un eôté quelconque on trace 
une droite dans le plan normal, elle coupera l'arète 
commune à ce plan et au suivant, en un point qui, 
joint au milieu du côté suivant , donnera une normale 
à ce côté; et il est facile de voir que ces deux normales 
font des angles égaux avee l’arète que nous avons con- 
sidérée. 

Cette seconde normale prolongée coupera l’arète com- 
mune au second plan normal et au troisième, en un point 
qui, joint au milieu du troisième côté, formera une nor- 
male à ce côté, faisant avec la seconde arête le même 
angle que la normale précédente ; et ainsi de suite indé- 
finiment. 

Maintenant, si l’on développe sur un plan la surface qui 
renferme toutes ces arêtes, deux normales consécutives so 
rabattront l’une sur l’autre, puisqu’elles font le même 
angle avec l’arête sur laquelle elles se coupent; et le po- 
lygone infinitésimal, formé par les intersections de ces 
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normales successives, aura tous scs côtés sur une même 
droite. Ce résultat ayant lieu quelle que soit la petitesse 
des côtes de ce polygone , aura lieu pour la courbe limite, 
qui est une quelconque des développées de-la courbe pro- 
|) 0 sée. 

Donc, dans le rabattement de la surface polaire sur un 
plan, toutes les développées de la courbe deviennent di's 
lignes droites. 

203. Dans le développement de la surfaep polaire, les 
côtés infiniment petits qui composent la développée ne 
changeant pas de longueur, un arc quelconque de cette 
courbe a la môme longueur avant ou après le développe- 
ment; et il en serait de même de toute autre ligne ivacér 
sur ctette surface. Donc le plus court chemin d'un point 
à un autre sur la surface polaire est l’arc de la dévelop- 
pée qui passe par ces deux points, puisque, devenant une 
ligne droite, il est plus court que tout autre après une 
transformation qui n'a pas changé les longueurs. 

Ou peut encore remarquer que si l’on supjvose un 
fil appliqué sur le polygone formé par les normales suc- 
cessives que nous venons de considérer, et prolongé sui- 
vant un quelconque des côtés jusqu’au milieu du côté cor- 
respondant du premier jvolygone, inscrit dans la coûrbe 
donnée, et qu’eusuite on développe ce fil de manière à 
ce qu’il soit successivement dans le prolongement de cha- 
cun des côtés du polygone sur lequel il est appliipré, .son 
extrémité passera par tous les milieux de côtés de l’autre 
polygone. Donc, si l’on passe aux limites des polygones, 
on retrouvera la projtriété démontre^ précédemment par 
des considérations difl'érentes. 

204. Équations des développées. — Si l’on désigne 
par x', y', z' les coordonnées d’un point quelconque de la 
courbe proposée , l’équation de la surface polaire s’obtient 
<‘ii éliminant x', j', z' entre les deux équations de la 
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courLie et lus deux suivantes : 

{x — x') tlx' -h{x — x') (ï — z')tiz' = O, 

(x — x’) d’x' (y — y')d'y' -\-(z — z') d‘ z' x=. ds'‘. 

Si maintenant onconsidèi'e un quelconque des points dont 
les coordonnées x, j', z satisfont à ces équations, on 
passera de ce point au point voisin de la dévelop[>ée si la 
droite qui joint ces deux points est dans le prolongeineiil 
de celle qui joint les jwints (.» z ') , (x, /, «) ; ce qui 

aura lieu si les dillérentiellcs dx, tly^ dz sont proportion- 
nelles auxdill'érences X — x', y — y', z — z'. On tirerait 
de là les deux équations 

dx X — x' , dy y — y' 

dz z — z' ’ dz z — z' 

Mais une seule sera nécessaire, parce que les précédentes 
expriment que les points (x, y, z) ne cessent pas d’ètre 
sur la surface polaire. Une quelconque de ces deux équa- 
tions étant jointe aux deux précédentes, et à celles de la 
courbe donnée, on aura cinq équations entre lesquelles 
on éliminera x', y', z', et l’on obtiendra deux expiations 
différentielles qui conviendront .à l’une quelconque des 
développées. 

Jpplicdlion des théories précédentes à l'Iiétire. 

205. Si l’on désigne par a le rayon <le la bas»; du cy- 
lindre, et par rn la tangente de l'inclinai.son de l’hélice sur 
le plan de cette base, les- équations des trois projections 
de cette courbe seront 

\- 

Z . Z 

X = a cos — » r = fl sni — j x’-4-r’ = fl’. 
ma ma 

IJaxe des x passe pav le point où l’hélice perce le. plan d<’ 
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la base ; et celle courbe, en s’élevaiil , lourne de l'axe des 
X posilifs vers l’axe des y posilifs. 

Ces équalions dilTéreniiées donnenl 

tlx = sin — tii, ily — — cos — rfz, c/i, 

m ma m ma m 

12 1,5 

iVx =. cos — rfï’ , d^Y = sin — f/z ’ , d‘s = o. 

m ’o ma m ’o ma 

L’cHjuatiou du plan usculaleiir devicnl alors, en preuanl 
Z pour variable indépcndanle , 

Z — Z = — mx sin h mr cos 

ma ma 

(^e plan fait avec le plan de la base un angle dont le cosi- 
nus est ■ ' T .Z et la tangente m. 11 est le même que celui 

V I -+- ni ’ 

de l'hélice avec le même plan, 
l/équation du plan normal sera 

I M ■ *' 

/« ( Z — Z I = X sin — — Y cüs — • 

' ' ma ma 

L'angle de contingence-, dont l'expression générale est 

'J — y^rf’x’ ■+■ d\Y’ -f- f/’z* — rf’x’, 
fis 

devient, dans le cas actuel, 

am \ m' 

L’angle de deux plans osculateurs consécutifs est 
dz 

— — ou mu. 
a y I -h m ' 

Le rayon du cercle osculaleur, dont la valeur générale 
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est R = —» sera égal .à a ( i -f- »»’) ; sa grandeur est donc 

constante et surpasse de am’ le rayon de la base. Pour • 
connaître sa direction, il faut'chercher l’intersection du 
plan normal et du plan osc.ulatcur. Les équations combi- 
nées donnent 

/ • 

J = Z , r = xlanc— • 
ma 

Donc le rayon de courbure est constamment parallèle au 
plan de la base, et rencontre l'axe du cylindre. Le centre 
de courbure se meut donc sur un cylindre ayant même 
axe que le premier, et pour base un cercle dont le rayon 
est a/ra*. Il décrit donc sur ce cylindre une hélice dont le 
pas est le même que celui de l'hélice proposée. 

On trouvera de même résultat en calculant les coor- 
données du centre de courbure. Leurs valeurs sont 

, .Z 2 

Z Z , y = — flw’sin — 1 x = — CT/n’cos — > 
ma ma 

et l’on en déduit immédiatement les conséquences précé- 
dentes. 

Déterminons maintenant les équations d’une arête 
quelconque de la surface polaire, c’est-à-dire de l’inter- 
section de deux plans normaux infiniment voisins. Ces 
équations sont les suivantes ; 

Z* 

m(z — z') = X sin r cos — » 

' ma ma 

z' . z' 

, X cos H r sin — = — am 

ma ma 

Cette droite est nécessairement perpendiculaire au plan 
osculatcur, et on le vérifiera facilement au moyen de ses 
équations. Comme d’ailleurs elle passe par le centre de 
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courbure et qu’elle est perpendiculaire au rayon de cour- 
bure, elle est tangente au cylindre sur lequel se meut l’ex- 
tréniité de ce rayon, et 4pnt la base a pour rayon «m*. 
De plus, il est facile de reconnaître qu’elle est tangente à 
riitilice décrite par cette dstrémitc. En clfct, puisqu’elle 
est perpendiculaire au plan oscillateur, elle fait avec le 

plan de la base un angle dont la tangente est — : or l’hé- 

lice qui est le lieu des centres de courbure, et dont nous 
venons de donner les équations, est tracée sur le cylindre 
dont le rayon est ani’, et fait avec sa base un angle dont 

la tangente est — • Donc l’arète de la surface polaire est 
m ^ 

tangente h celte hélice, et la surface polaire estl’héliçoïdc 
développable dont celte hélice est l’arête de rebrousse- 
ment. 

Mais on sait que la sous-tangente d’une hélice sur le 
plan de sa base est égale à l’arc de cette base, depuis l’ofi- 
gine de l’hélice jusqu’à la projection du point de contact. 
Donc la trace de la surface polaire sur le plan (a^v) est 
la développante de la base du eylindre dont le rayon 
est am*. 

Si l’on veut avoir l’équation de la surface polaire, il 
faut éliminer z' entre les deux éfjuations 

m (z — Z ) = xsin r cos — > 

mn ■ mn 

z' . z' 

xcos 1- V sin — = — am'‘. 

ma ma 

Ajoutant les carrés des membres de ces deux équations, 
on obtient 

sulistituant dans la seconde, on trouve l’équation cher- 
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i‘luîc, (jui esl 


\ma y m'tt' / 

.r sin ( — =p ^ I ') = — ««< 

\ ma V m'a' / 

J.a Irare dr celle surface sur le plan (-Tj) a pour éfjiialioii 


fx'+Y' , . /x'-+-y' 

»V/ — ri — ' — y \/ — r~2 — ' = — "'« ■ 

y m'a' y m'a' 


Celte courbe j'st la développante du cercle dont le rayon 
est am’, et elle prend naissance au point de ce cercle 
situé sur l’axe des x, et du côté des x négatifs; ce qui 
s’accorde avec une des propositions précédemment dé- 
montrées. 

Une hélice pouvant avoir scs deux courbures égales à 
celle d’une courbe quelconque en un de scs points, son 
osculation sera d’un ordre plus élevé que celle du cercle; 
elh- donnerait donc une idée plus exacte de la courbe ;i 
lacpicllc on la comparerait. Les deux conslanlcs m et a se 
dél«Tmineraient en égalant scs deux courbures à celles d<‘ 
la courlx; donnée, au point considéré. 
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CALCUL INTÉGRAL. 

206. Toute opération nouvelle donne naissance à l'o- 
pération inverse, dans laquelle on prend pour donnée le 
résultat de la première , et pour inconnue l’uiie de ses don- 
nées. La diflérentiation, ou l’opération par laquelle on 
détermine, soit la diHérentiellc, soit la dérivée d’une 
fonction, conduit donc naturellement à la recherche de la 
fonction dont on connaît la dilTérenticllc ou la dérivée. 
Cette dernière opération se nomme intégration. 

Il est d’abord nécessaire de démontrer que cette ques- 
tion admet toujours une solution. 

Soit F [x) d.T la did’érentielle proposée; il s’agit de 
faire voir que, quelle que soit la fonction F [x) ^ il en 
existe toujours une autre qui donne pour dérivée F (x) , 
ou pour dill'érentielle F (x) dx. C’est ce que l’on peut 
établir d’une manière très-simple, par des considérations 
géométriques. 

En efl’ct, si l’on conçoit la courbe dont l’équation serait 
r = F(x), 

l’aire comprise entre une ordonnée fixe et une autre 
ordonnée variable correspondante à l’abscisse x est une 
fonction de x, exprimable ou non au moyen des fonc- 
tions élémentaires auxquelles on a donné des noms par- 
ticuliers. Or on a démontré, dans le calcul différentiel , 
que la dérivée de cette aire par rapport à l’abscisse va- 
riable X, est la fonction qui exprime l’ordonnée de la 
courbe; donc l’aire de la courbe dont l’équation est 

r = F(x) 

est une fonction dont la dérivée est F (x) , et la différen- 
tielle F (x) dx. 
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Le pioblèine a donc loujours une solution , et il est 
facile de voir qu’il en a une infinité; car si l’on ajoute 
une quantité quelconque indépendante de x à une expres- 
sion qui satisfait à la question, on en aura une nouvelle 
qui satisfera de même , puisque la dérivée de la constante 
est zéro. 

De plus, nous avons démontré que deux fonctions qui 
ont la même dérivée ne peuvent dill'érer que par une con- 
stante : on aura donc la fonction la plus générale <Jui ait 
une dérivée donnée, en ajoutant une constante arbitraire 
à une fonction particulière quelconque qiii aurait cette 
meme dérivée. 

207. Intégrales définies. — Désignons par /(x) la 
fonction dont la dérivée est Si l’on fait passer 

la variable, d’une valeur particulière a à une valeur 
quelconque X, entre les(|uelles ces fonctions restent con- 
tinues, la fonction f{x) prendra l’accroissement fini 
/(•^) — /(")> que l’on peut regarder comme identique 
avec la somme des accroissements infiniment petits que 
recevra successivement la fonction quand on passei-a 
de a à X, par un nombre indéfiniment croissant de va- 
leurs intermédiaires. Mais, d’après la définition de la 
dérivée , l’accroissement de J (x) résultant de l’accrois- 
sement dx de la variable, et le produit F (x) i/x, ont 
pour limite de leur t-apport l’unité, quelque valeur de x 
que l’on considère ; donc on peut remplacer l’une par 
l’autre ces quantités infiniment petites, sans que la li- 
mite de la somme cesse d’ètre égale à la somme des pre- 
mières, qui est J (x) — f{a)- D’où l’on tire cette coii- 
séquetiee générale, que la somme des produits d’une 
fonction continue quelconque par l’accroissement de la 
variable, lorsqu’on y fait passer cette variable par toutes' 
les valeurs intermédiaires entre la première et la di-rnière. 
a toujours une limite égale à la différence des vali'iirs (|ue 
2 ' rtUt. I ; 
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prend, pour les valeurs extn^incs de J’, iine fonction qui 
a pour dérivée la première, Gclie limite se nomme une 
ùitégralefié/inie ; nous la représenterons de cette manière: 

F (x)tlx. 

Réciproquement, l’accroissement fini d'une fonction 
quelconque p«;ut être regardé comme la limite de la 
somme des produits de sa dérivée par raccroissemenl 
infiuimcnt petit de x, quand on fait passer celte variable 
par tous les degrés entre ses valeurs extrêmes. 

208. Il est utile d’observer que dans chacun des produits 
F(x)fix, on peut prendre, au lieu de x, toute valeur 
qui en diÜcrc d’une quantité infiniment petite; car la 
limite du rapport des éléments correspondants sera l’u- 
nité, puisejue F (.r) , et, par suite, F (ur) c/.r, aura varié 
d’une quantité infmiment petite par rapport à lui-même. 

On pourrait même, au lieu du facteur dx, prendre une 
quantité qui en dillércrait d'un infiniment petit d’un 
ordre supérieur au premier, parce que la limite du rap- 
port des éléments correspondants serait toujours l’unité. 

11 résulte de là une proposition déjà démontrée, et 
qui consiste en ce que deux fonctions qui ont la même 
dérivée ne peuvent dilléror que par une constante, c’est- 
à-dire par une quantité indépendante de la variable- F,ii 
e/fet , les accroissements qu’elles prendront respective- 
ment quand .r passera d’une valeur quelconque à toute 
autre valeur, seront les mêmes, comme étant limites do 
sommes identiques : donc la différence des deux fonctions 
est la même quel que soit x. 

209. La fonction la plus générale qui ait pour dilïércn- 
.lielle une expression donnée F(j")J.f se nomme l’/«- 

tégrale intlcjinic de F{x)dx, et se représente ainsi: 
fV (x)dx. Elle est égale à une constante arbitraire, plus 
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une t'oni'lioii pailiciilièrc (luclroiiqiic avaiil pour lülU'- 
r{‘mu’lli' J’ (.»’) <ix-. clic peut donc cin- exprimée par 


L 


Ff j)f/.r -I- C, 


Xs, étant une valeur particulière ([uelcomjue de.r, et C une 
cwistante arbitraire. On aura clone, en {général. 


j' V{x)i/x = j 


F I a:) c4r -(- C. 


Si l’on pouvait connaître une fonction '^(x) dont la 
dérivée fût F (,r) , et qui ne résultât pas de la soninie 
di-s valeurs de F(.r)c/.r entre deux limites ,r„ et ,r, on 
attrait toujours la solution générale de l’équation en lui 
ajoutant une constante arbitraire. L’intégrale indélînie 
serait donc donnée par l'équation 

/F(a:)f/ar = ,)>(.c) + C. 

210. Si I on connaît l’intégrale indéfinie de F (x)c/.r, 
l't qu’on veuille déterminer l’intégrale définie entre les 
limites a et l>, on cbercliera d’abord l’intégrale définie 
dont les limites seraient n et une valeur quelconque de x : 
elle sera renfermée dans l’intégrale générale ly (,r)'-F-C, 
■puisqu’elle jouit de la pi’opriété d’avoir l'(.r) pour dé- 
ri vt-e. On aura donc 


£ 


F ( X ) f/.c = ?(■*■) + 0. 


Mais C n’est plus arbitraire, pareeque le premier membre 
de cette l•quation étant nul pour x = u, il faudra c|ue 
l’on ait 

»(n).-)-C = o; (loue C = — t(")’ 


j F(.i)cix = ÿ(.c) — y(a). 


i,(. 
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Si luaiiileiiaiil ou l'ait x = l>, on aura riiilégrale définie 
demandée 

F(x)f/j: = y(6) — <p (fl), 

ec qui s’accorde avec ce que l’on a vu précédemment, 
savoir, que la dilîérence des valeurs d’une fonction quel- 
conque, correspondante à deux valeurs n et i de x, était 
la limite de la somme des produits de sa dérivée par la 
dillérenlielle de la variable. 

Diin rses méthodes d intégration. 

211. Intégration immédiate. — Lorsqu’on reconnaît . 
dans l’expression à intégrer la dillérentielle d’une fonc- 
tion connue, il suffit d'sqoutcr à cette fonction une con- 
stante arbitraire pour avoir l’intégrale générale deman- 
dée; et il est bon d’observer que si l’on multiplie une 
différentielle par une constante quelconque, l'intégrale 
se trouve multipliée par le même nombre. Ainsi d’abord, 
en considérant les différentielles de toutes les fonctions 
simples , comme nous l’avons déjà remarqué vers le com- 
mencement du calcul différentiel , on formera un pre- 
mier recueil d’intégrales indéfinies, renfermé dans le ta- 
bleau suivant : 


= (m-f- , 

f* X * 

, f x-iix=. — — — -f. (j, 

J 1 ' 




'J ’ J 

rfi„P _Î2£f__L 

J * lope 

X x\a 

sinx =5 rosxiir 

1 ^ cosxdx = siiix -t- C , 

</.co8 sinxdx, 

, Ç binx<ix = — *cosx C, 
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f/ 

•U. 

. r - 

langx C , 

cos*x^ * 

' J C08*X 

</.COt J* — - 

• 

dx 

r*'" - 

— colx -t- c, 

sin ’ x’ 

" J sin*x 

(/.arc sin x 

dx 

■ fvêf. 

=-■ arc »iti X ( 

y/,-.'"- ' 

'/.arc cos X 

— dx 

.. f 

= arc cosx ( 

il 

J y' 1 —x' 


dx 



• 

' i-ex> ' 

J 1 i-a’ 


ti.arccotx 

— dx 

Ç —Jx 

= arc colx -4- C, 

i-ex” 

’ J 1 -t-x’ 


Nous désignons ici par x une variable quelconque, (jui 
pourrait être une fonction d’une autre variable. 

Fin d’autres terrues, on peut remplacer .r par une 
fonction quelconque <f (x) dans toutes les formules pre- 
rédentes. Ainsi, par exemple, la première donnera 


/> 


[({.(xll-.rf.y (x) 


[ç(x)]' 


C. 


212. Il y a une remarque à faire sur la formule 




x”(/x : 


III + 


~h tl. 


Klle devient illusoire lorsque l'on suppose /« = — ■ i . Dans 
ce cas, la tlijlércniiellc est — ; 'et son intégrale Ix-I- C 
ii’étant plus algébrqpie ne saurait, en elfel, être fournie 

J. m-4-1 

par rcxpresslon algébrique “1“ 

IVéanmoiiis, comme la formule est exacte, quelque près 
(pie msoit d(! — i , on peut en déduire l'expression qui doit 
la remplacer dans ce cas particulier, en faisant conver- 
ger III vers la limite — i . et choisissant la constante arbi- 
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iraii'Ulle inaiiion- à ce «jiie le lésultat lende vers une limite 
finie. Il suflira, jMmreela, démettre le sceniid niembn' 

sous la forme — y„ , •” première partie^se 

prés(!iitera sous la forme pour ni = — i , (i, étant une 
eoiisiantc arbitraire; on aura donc eonstamment * 

x""*"' — n 

— ' (j J , 

/// -f- I 

l,a premièr»’ partie qui dev ient ■; quand on fait — i , 
a une limite déterminée, égale à I .t — 1«; et si l’on fait 
, — \ .n = Cy, on aura 

fx ilx \ X C', 

ce qui s'accorde avec la troisième formule du tableau pré*- 
eédent. 

1213. Inlcgration par rlccompositiou . — La dilleren- 
tielle d’une somme de fonctions étant la somme des dillé- 
renticlles de ces fonctions, il s’ensuit qu’on aura l’inté- 
grale générale d’une somme de différentielles, en faisant la 
somme de leurs intégrales, et y ajoutant une constante 
arbitraire, si l’on n’en a déjà ajouté dans les intégrations 
partielles. 

On pourra donc intégrer une expression dillércntiellc, 
si l’on peut la décomposer en plusieurs autres dont on ' 
lonuaisse les intégrales. Quelquefois la décomposition 
n’est employée que pour* ramener à ries expressions plus 
simples, que l’on cherche ensuite à intégrer par d’autres 
procédés. 

Le nombre des parties rlans lesquelles on décompose la 
fonction donnée peut être infini ; c’est ce tjui arrive quand 
t)ii la développe en série; dans ce ca.s il faudra toujours 
faire la somme des intégrales ries dillérents ternies; mais 
il y at|nclqnes piécanlions à jiii'iidrc relativement à la 
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convergence des séries, et nous re\ieiidrons plus tard «ur 
ce point. 

21 4. Intégration par substitution . — Si l’on a à intégrer 
F (x) flx, et que l’on pose x = ^{z) , d’où Hx = <f'[z)dz , 
l’expression donnée devient F [ip (z) j y' (z) c/z 5 et la li- 
mite de la somme des valeurs de celle-ci sera la même 
que la limite de la somme des valeurs de F (x) r^x, pourvu 
que les valeurs extrêmes se correspondent dans ces deux 
sommes. Donc on aura 

F(x)rfx=jT F[^(z)]^'(î)f/i, 

pourvu (jue Zo et z, soînt déterminés par les érjuations 
X,=o(z,), X, = ç(®0- 

On conclut de l.i que l’intégrale définie / F (x) ilx -+■ C 
peut être remplacée par 

rF[,(z)]-/(E)rfz-t-C. 

-■ l. 

On peut encore s’en assurer en observant que la fonc- 
tion, dont la dérivée par rapport à x est F (x) , doit avoir 
pour dérivée par rapport à z , 

F(x),p'(z), ou F[ï(=)]?'(z). 

I.a question est donc ramenée à trouver une fonction dont 
la dérivée par rapporta z soit la fonction F[<p(z)]ç'(z). 

l.a relation x = ip(z) étant arbitraire, on parvient 
souvent à la déterminer de manière à rendre la seconde 
intégration plus simple que la première. 


Air 


i , par exi-m|)le , •/ F (x r;) r/.i' devicnl , en po- 

• * 
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saiil .t' -4- r/ = ) 

fx -+• n 

/ . 

»/'x, Il 

ou , en changeant la lettre y en .r, 

•«.l -t- 


donc 


-t- <1 

F(T)dr; 

X, -4-11 

J i^X ^X -t- « 

F ( X H- ) r/x =: / I*' ( *^) 

r, 

Si, dans l’intégialey*— oti pose a" = aj , d’où 
/7.r = ady, on a 

Z' <ir I (• dx t . „ I X 

I — ; : = - I : = - arc lang^ -i- C = - arc tanK — e C 

Ja'-i-x' ajt-f-y' a n "a 

Soit maintenant 

•ttljC 


h 


•» -U /7 ^ 


J’ ’ -h a * = / % xiU =. ydy^ 


un aura 


/ ■ xd,t ^ . / — - — 

I - — ■ = Jdy =z y -f- C = V x’ 4- ’ -H L, 

J y n'^ 

Voici encore quelques exemples : 

F{<f *)iix, c’=y, e^dx^dy, ^ c' F( <•' ) dx = |F(j )<(»» 
^rusx F(sinx) (ix, »inx=^, ^ cos x F ( sin x) lix = 

j'i-'(it)^, ix=^, ^ = rfr, yv ( ix)^ = yV(r)<i.’- 

tJIS. ItHégration par parties. — La lormule 


il ( Hc> ) df du 

= "r7ï -^ "d. 
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J utiv = «i> — Jo'ln ) 

et ramène la recherche de l’intégrale Judv à celle de 
J\'du. Or on peut souvent décomposer la fonction F (x), 
qui SC trouve sous le signe d’intégralion , en deux facteui-s 
tels, que l'un soit une dilférentielle connue, et que l’inté- 
grale à laquelle on est conduit par ce procédé soit plus 
simple que la première. Cette méthode s’appelle integra- 
lion par parties. Soit, par exemple, fx cosxdx, on 
prendra cos xr/.r pour la dilférentielle r/r, et x rempla- 
cera U ; on aura donc 

fx cosxrtx = X sin r — /’sin xdx = x sin x -(- cos .r -f- C. 

De même 

yir’" cos xdx = jr" sinjr — m J'x’’~' sin xdx. 

Cctti! dernière se ramènera à une autre où l'exposant de .x 
sera m — 2 , et ainsi de suite; on linira donc par arriver 
à ysinxr/.r ou f cos xdx, suivant que m sera impair ou 
pair. iVous allons appliquer ces diflérenles métho<lcs au 
petit nombre de fonctions qui peuvent être intégrées 
généralement. 


Jnteijration des funrliom rationnelles. 

216. Toute fonction rationnelle de x peut être consi- 
dérée comme composée d’une partie entière par rapport à 
X et d’une fraction dont le numérateur est d’un degré 
moindre que le dénominateur : il y aura des cas où l’une 
de ces deux parties seulement existera. La partie entière 
s’intégrera toujours immédiatement, et il ne peut y avoir 
de difficulté (jue pour la partie fractionnaire. 

.Soit doTn- -7-7—,- d.r la dilférentielle ou’il s’agit d'intcgrei , 
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F (t) étant d’un degré moindre que /’(.r). On cherchera 
à décomposer en fractions plus simples, ayant pour 

dénominateurs les facteurs premiers de J'(x') ; ce qui 
exige d’aboid que l’on cherche les racines de ce poly- 
nôme. Supposons-lesdéterminées, et considérons d'abord 
le cas où elles seraient toutes inégales;" désignons-les par 
a, b, c,..., l. Soient A, 15, tî,..., L, des constantes in- 
déterminées, et proposons-nous de satisfaire à l’identité 
F(x) A B C , , L 

— 1 7 -I -t- ; 1 

X — a X — h X — f X — l 

ou, en multipliant par _/'(x). 


-+- C' 


J{^) 


X t 


Toutes ces divisions indiquées dans le second membre 
donnent des quotients entiers, et les indéterminées sont 
en même nombre que les dilférents ordres de termes , rela- 
tivement n x: on pourrait donc'trouvcr leurs valeurs en 
égalant, suivant la méthode ordinaire, les coeffirituits des 
mêmes puissances de x dans les deux membres. Mais il 
existe dans le cas actuel un moyen beaucoup plus simple. 
Kn ellét, si l’on fait .r = «, l’identité subsistera tou- 
,l<>urs, et tous les termes du second membre disparaîtront, 

«excepté A ~ Pour savoir ce qu’il devient , on pourrait 

faire d’aboixl la division par .r — a, puis faire x = a dans 
le quotient entier. Mais il vaut mieux traiter la fraction 
/(x) , 

^ ^ d’après la règle relative aux fractions qui sc ré- 
duisent h " ; et l’on voit alors qu’elle se réduit à f {n). 

Ainsi riivpothèse x = a réduit l’identité .i la formule 
suivante ; 


— Ay'(«), iloù 


- r[nV 
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I l comim- /'(«) uVst pas nul, puisqui- a n isl pas une 
racine nuiliiplc, il est toujours possible de déterminer A 
de manière à ce que l’équation ( i ) ait lieu pour x = a. 
On voit de même qu’en prenant 



F^) 

/'(*)’• 


C 


— ïhï 



I équation ( i ) sera satisfaite par x = b,x = c,...,x = i 

II reste à en déduire la preuve de l’identité ( i ) ; car il est 
très-important d’observer, en général, qu’il ne siiflit pas 
d avoir trouve des valeurs pour les coefficients indéter- 
minés, lorsque 1 ou n a pas prouvé d’avance la possibilité 
du développement. Or on sait qud quand deux fonctions 
entières de x sont^gales pour un nombre de valeurs par- 
ticulières dex, supérieur au degré du terme le plus élevé, 
elles sont egalt*s, terme pour terme. Donc les deux mem- 
bres de 1 é((uation (i) sont rendus Identiques par les va- 
leurs trouvées pour A , B, C,..., L , •puisqu’ils sont égaux 
pour les diverses valeurs a , /> , c,..., /, dont le nombre 
surpasse d une unité le degré du terme le plus élevé. 

^217. S il y availdes racines imaginaires, rieu ne serait 
changé dans les raisonnements précédents. Les constaute.s 
qui se rapporteraient à deux racines conjuguées, ne dill’é- 
reraient l’iinc de l’autre que par le signe de et les 

deux fractions seraient de la forme ' • • 


• M — N V — I 



M H* N — I 

X ' — 5t -t- 6 y — I 




.Si l’on veut faire disparaitre les iin.iginaires , on ell'cctuera 
la soinnn* de ces deux fractions, qui se réduira à 

a M (j: — a) aSN 
. (.r-aD-f-6' 

Ou agirait de même j>our touies l<‘s autres racines imagi- 
naires. ^ 


I 

■ U ; 
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218. Supposons maintenant que l'équaliuii . . 

/(>) = <>• 

ait à la fois des racines inégales et des racines égales; soit 
n l’une quelconque de ces dernières, et 

/(x) = (x — n)"ç(x), 

le polynôme (p (.r) u’admettaut plus le facteur (x — o); 
jK)sons 

A, A, A._f 1* 

) (x (x — n'"*-* (x — ‘ x — a 9(x)’ 

OU, en multipliant par J{x), 

I Ay(x)-(- A,(x — <i)},(x)-t- A,(x — 

I A ( X — O ' y ; x) # P ( X — a)". 

Le nombre des coefficients du polygone P, ajouté au 
nombre des constantes A, A,,..., est égal au 

nombre des termes d# cette équation; .et il s’agit de les 
déterminer de manière h la rendre identique. Si l’on y 
fait x = a, on obticni 

F(rt) = Aipf/i , 

d'où l’on tirera la valeur tie A- Dilférentianl L’équation ( 2 ) 
et faisant ensuite x — n , il vient 

F'{«) = A(f ' («) 4- A, y ( «J. 

Dilférentianl suecessîv^meiil la même équation ctl'aisani 
ensuiu* x=u, on introduira à chaque fois un nouveau 
coefficient, et l’on pourra ainsi , au moyen de m — i dilfé- 
rentialions, détcrmim'r A, A,,..., A Les termes pro- 
venant de P(.r — rt)" disparaîtront tous par l'hypothèse 
X — a. 

C.herchons la formule générale, qui représente toutes 
ees é(|uatIoiis successives, et, pour cela, dilférentions p 
lois l'équation ( 2 ). 
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Pour savoir ce qui reste de cliacuii^des termes quand 
on fera x = a après la didërcntiation, considérons le 
terme général A„ (.r — a)" (f (.r). On trouvera sa dérivée 
de l’ordix* p au moyen de la formule connue 


ilj^ 


:Qt'R + /^Qr 'R'. 




R"- 


QRf 


dans laquelle les exposants de Q et R sont des indices de 
dillércntialion. On aura ainsi 


(3) I • I).. (n -/.-n)(r-n)»-r+< y'(i) 

— 12 . „ fHx). 


Si P est plus grand que n , les premiers termes auront des 
exjxjsants négatifs, et on devra les omettre parce que 
leurs cocflicieuls seront zéro; cela tient à ce que quand 
(.r — a) sera alfecté de l’exposant zéro, il donnera zéro 
pour dérivée. 

219. Voyons maintenant ce que devient le second mem- 
bre de l'équation (3) quand ony faitx = a. Si l’on a 
il se réduit à zéro. Si l’on a p = aj , il se réduit à son pre- 
mier terme n {n — i )... 2 .i (p {n). Rufin, si l’on a p> //, 
il faudra se borner à prendre le terme qui en a p — n 
avant lui, parce qu’il aura zéro pour exposant; les précé- 
dents auraient donc un exposant négatif et doivent être 
omis, comme nous l’avons dit; et les suivants devien- 
dront nuis quand on fera x — a. Le second membre de 
l’équation (3) se réduit donc alors à 

p{p — I ). . .(p — n -I- I 


Donc ré({uation ( a ) , difl’érentiéc p fois en supposant 
p<^m. donnera, pour .r = a , en observant qu’il tant 
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s’arrètor à // = /i, 

(i) i ■'S'' (")-<- A"' I f — 0 A. y/>-» (s)-t-. . . 

I -<■■/'(/'—»)•■•(/' — n l) A, ff-" (a) P — i) ...i l A , J, (a). 

rdje est l’équalioii générale qui , en doniianl à p toutes 
les valeurs entières depuis o jusqu’à rn — i inelusivement , 
fournira m équations, d’où l'on déduira successivement 
chacune des quantités A, A„_j. Ces équations 

sont les suivantes : 



F (a) = Af (il,', 

F'(o) = Af' {a)-t-A,f (il), 

F' (a) = Ajj"(n)-e iA,f.'(ii)-*- a. lA, (a), 

F"(o) = A},”(a) H- 3.A , f"^) H- î iA,o' (o)-r 3.i. I A , («(l 


I F'*-'(o)= Ap™-' (a)-h;m-t).A, 5 ,'"-> (a)-e(m-i)(m-a;A,çi"->(a)-i-. . 
\ -r (m — I ) (/« — a) . . . i . 1 .A «_ I }! (a). 


La première équation donne la valeur de A, et ce sera la 
seule inconnue si m = i; la seconde (ait ensuite con- 
naître immédiatement A,, la troisième A,, et, ainsi Je 
suite, jusqu’à A,„_, : et il n’y aura jamais impassibilité, 
parce que le coefficient du dernier terme n’étant jamais 
iéro, on trouvera toujours une valeur finie pour çbat(uv 
inconnue. 

11 reste à prouvgr que réciproquement, si l’on prend 
pour A, A,,..., -'\rn_i , les valeurs ainsi déterminées, on 
auVa satisfait à l’identité (a). En elTet, ces valeurs sont 
tirées des équations (5), qui expriment que l'iiypotlièse 
x = a annule le polynôme suivant et ses m — i pre- 
mières dérivées, 


K(x) — Aij)(x) — A , (.r — n) (|i(.r ) — A ,‘(jc — a)’ (ar). . . 

— V«_, (.r — ai"“'Ÿ(.r). 

Donc, d après un lliéorèine connu, ce polynôme est 
divisible pai' (à' — a)"' et peut ètis- mis sous la forme 
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P(a; — fl)'", P étant un polynôme entier qu’il sera f’acil»? 
de connaître. Donc les identités (a) et (i) seront satis- 
faites. 

Cela posé, on pourra traiter d’une manière semblablt* 
P 

la fraction — ^ relativement à une autre racine multiple. 


si eîle en renferme , et continuer ainsi jusqu’à la dernière. 


La fraction 


F(-r) 

/(^) 


sera donc décomposée en fractions dont 


les numérateurs seront indépendants de a", et dont les dé- 
nominateurs ne renfermeront respectivement qu’un seul 
facteur premier de J'(x ) , élevé à une puissance égale ou 
inférieure au degré de multiplicité de ce facteur. 

De plus, fl est facile de reconnaître que celte décompo- 
sition ne peut se faire que d’une seuletnanière; car si les 
constantes relatives à la racine a, par exemple, étaient 
suseeptibles de plusieurs valeurs, on devrait les trouver 
toutes, soit que le calcul fût fait d’abord pour cette ra- 
cine, ou pour toute autre. Or nous avons reconnu que 
les çonstantes A, A,,*..., A,„_, ne pouvaient avoir cha- 
cune plus d’une valeur. Donc il n’est possible de décom- 
poser la fraction que d’une seule manière en fractions 
simples de la forme proposée. 

On conclut de là que pour les racines autres que la 
première «, il ne sera pas nécessaire de recommencer les 
calculs sur le polynôme P et les suivants. Il suffira de 
changer dans les équations (5) les quantités m, et ^ (x) , 
en colles qui se rapporteront à toute autre.raeine.de l’é- 
quation y(x) = o;car c’est ce que l’on obtiendrait en 
commençant successivement par chacune d’elles. 

2f20. Les calculs précédents exigent que l’on forme le 
polynôme (f (x) qui est le quotient de la division de _/(x) 
par (x — a)"'. On peut se dispenser de faire cette opéra- 
tion, et exprimer ^(n) , (p'(n j,..., (o) , au moyen 
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tics tlcrivées de la l’onclioiiy'(a ) elle-même : on les subsii- 
tuera ensuite dans l’équation générale (4)» de laquelle se 
tirent toutes les équations (5). Or, si l’on dillérentie les 
deux membres de l’équation 


ils se réduiront à zéro par l'hypothèse x = a, si le nombre 
des différentiations est inférieur à m. Supposons-le donc 
égal k m-hp^ P étant un nombre entier et |X)sitif quel- 
conque. 

II est inutile de répéter ici ce qui a été dit au sujet de 
l’équation (3) , et l’on aura , en faisant x — a dans lesdé- 
rivées de l’ordre m -4- p. 


/^P(ay={m+p){i>, -hp— i)...(p-h i)fP(a); 
d’où 

/—/>(«) 


fP{a) = 


' -h p)(//i -hp — I ). . .(p-h O 


L’équation (4) devient, par là , 

y ""tP (a) 




A. ; 


y-*r— („) 


(m-hp)(m-i-p— i). ..(/>+ i) ' (ni-hp-^)...(p-h i 


^ A A 

— a) ... (/i-H l) 'm (m— i]...ip-i- I) 

Si l’on donne à p toutes les valeurs depuis o jusqu’à 
m — I , on aura, pour détermintn- A , A,,..., A.„_,, les m 
équations suivantes ; 

f-[“) 


F(<i)= A 


m{ni — I ) . . . 'Jt . I ’ 


(a) ^ /"* (o) 

7-^ -f-A * t 

' ' (m-hi ),..2 m(m — 


(m-4-a)...tJ ’m. .3’ 

4 


• fa) , / {<0 

F" -•{a)= \ ^ + A , ^ 

*‘>jn — I) ..Mi {'im — -J'. ..Mi 


Digitized by Google 



PRF.M1>RK PARTIR. 


•iaS 

’2â\ . Les calculs précédents peuvent s’appliquer aux 
racines imaginaires égales, aussi bien qu’aux racines * 
réelles. Mais les réductions entre les termes homologues 
relatifs aux racines conjuguées ne donnent pas immédia- 
tement des résultats aussi simples que le mode de décom- 
|K)sition que nous allons faire connaître. 

Soient a ± 6 — i deux racines multiples de l’ordre 
rn de l’équation f {x) = o, de sorte que l’on ait 

/(■^) = [(-^ — *)’ -I- 

On posera , ’ . - 

F (j-) Ax-*-B AjX-4-Ii, . -ï* * 

OU 

t'(jr) =; (AxH-B)y(*)-l-(A ,T-I- — W-+-. .. 

-t-(Am_,x-t-B»_,) (fx — a)’ vW-t- P((x — a)’ -I- 6’] ”• 

Le nombre des coefficients indéterminés est égal au nombre 
des termes qu’il faut égaler de part et d’autre, en ayant 
égard à ceux du polynôme P. Mais nous nous proposons 
ici de déterminer seulement A, B, A,, B,,..., A„_,, B,„_,. 

Or, si l’on fait x — a ±Z — i dans la dernière équa- 
tion et dans ses dérivées successives, chacune des équa- 
tions ainsi obtenues se partagera en deux autres, à cause 
de la quantité imaginaire y/ — i ; et, de plus, il s’intro- 
duira dans chaque nouvelle équation deux nouveaux 
coefficients inconnus. Ainsi, la première déterminera A 
et B, la seconde A, et B,; et la ni""', A,„_, et B„_,. 

Ces mêmes formules s’applicpteraient aux autres racines . 
imaginaires égales, en changeant convenablement 

a, 6, m, (p(x-). 

On pourrait encore, comme dans le ras des racines 
réelles égales , se dispenser de former le quotient ^ (x) , 

3 *' (-dit. , ' . 1 5 
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et faire dépeudru sa valeur et celle de ses déri vëes, pour 
X = a ± 6 y/ — I , des valeurs que prennent, dans la 
même hypothèse, les dérivées de /"(x) ; mais les formules 
sont moins simples que dans le cas précédent. 

222. (’.cla posé, revenous à l’intégration de la fonction 

/(-) 

La décomposition de la fraction J ’ d’après les pro- 
cédés qui viennent d’être exposés, conduira à l’intégra- 
tion d'expressions ayant respccliveineiit l’une des formes 
suivantes ; 


Adx 




( Ax -+- B ) lix 


X — a (x — n)" (x — 


(Ax4- 
i(x — 


Examinons-les successivement. 

i“. La première donne iinmédialemcut 

* A f/x 

; = A 1 (æ: — <?)-+*€. 


/i 


2 ". On trouvera, pour la seconde, 
Ar/x A 


fl 


X fl)” 


(«— l)(x- 


C. 


3“. Pour la troisième, ou la décomposera comme il 
suit : 

(Ax-HB)dx _ A(x — a)f(.c (Aa-+-B)</x 
. (x— a)>-t-e»~(x— 

La première de ces deux nouvelles fractions ayant pour 
numérateur le produit de A par la moitié de la dilféren- 
ticlle du dénominateur, est la diiférentielle de 

^I[(.r — ?>]. 
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Pour intégrer la seconde, on ])osera 


• — a = 6z , d’où t!x = ZJz 


et elle devient 


Aa B f^z 


ee qui est la diflerentielle de 
Ase B 

^ — arc lan^ z. 

I 


Donc 

/ (A-r-(-B;tir A , , 

iTs > ~ -7 ' -t- Î • 1 -t- 

4"- Quant à’ia dernière expression 
( Ax 4- B ) (/r 

[{x — «)>4- g»]»’ 

un la décomposera ainsi 

A(x — u)(ix ^(Aa4-B)f/.r 


A A H- B X — « 

— g — orcianp— ^ h (\ 


f(x — a)’-f-e’]’' [(x — *)’■+«>]"■ 

La première partie est la difléreutielle de 

^ , 

2(« — . 

Pour intégrer la seconde partie on posera 

.r — a = oz, et elle deviendra 


Aa 4- B 

“ë* 






; tout 


sera donc léduil à intégrer — ^ : oi on a idoriMQiie- 

(z’-4- ! )" i 


ment 


. r.l *3 


(î>4-i)" (*'- 


(z'4-i)"-’ (i’4-i)"’ 

,n 
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/’ dz. _ dz f z,'dz 

Mais riiitcgralion par parlifs donnera 

r l'dt î . ' I’ ; 

2(n — 0 (r’ -t- i)"-| 2(n — i) J (f’-t- 

substituant dans la précédente, il vient 


/ ,h _ f ^ r 

(?T0- “(î/i-a^fi’H-O'- , -.in-aJC:’ 


J.' 




1. 'intégration étant ramenée à une autre semblable, 
mais dans laquelle l’exposant de z’-t-i est tliminué 
d’une unité, on parviendra, par une suite de réductions 

analogues, à l'intégrale de ’ ‘1*'"' •’** "■ 

ün obtiendra ainsi la formule suivante : 

H- a)(s’-eiV'-’ I ; 2 n — 3 )(a n — 5). ■ .5 .3 . .y-. I 

_u i— — arc long î -t- C. 

(a« _ a) (an — 4 b • • |.a 

Aa 4- B , 

Si l’on multiplie eette expre.ssion par > ft qu on 

remplace z par Ÿ ~~’ "" 1 intégrale indéfinie de 

^ (Aa-t-B)r/.r 

f[7zra“)^e^’ 

oneonnaitra, par conséquent , celle de la fonction pro- 
posée 

( A.r -H B ) (/x ^ 
l(x — . 

Ainsi, an moyim des méthodes qui vieimenl d’ètre ex- 
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posées, on pourra intégrer toute «expression nlgébricpie 
rationnelle. 


litlé<ir(ilioii des fondions nltjéln uincs irrationnelles. 

223. Radicaux du second degré. — Il n’y a qu’un 
irès-pelil nombre de fonctions irrationnelles que l’on 
sache int^rer sous forme finie. Nous allons examiner 
celles dont l’intégration peut .s’elfeetuer avec une certaine 
généralité. 

Nous commencerons par les fonctions on la seule quan- 
tité irrationnelle est un r.idical du sc.'cond degré, sous le- 
quel se trouve un polynôme du second degré: du reste, ce 
radical pi'ut (“tre combiné algébriipiement avec .r, d’une 
manière quelconque. 

Comme ou peut faire passer hors du radical le coelli- 
cientdu terme qui renferme x’, nous pouvotis représen- 
ter la dilVérentielle proposée, par 


F {x, n -t- èx±.r ’)«/•«■. 

Pour intégrer cette expression, il sufliia de remplacer x 
par une fonction d’une autre variable telle, que les quan- 
tités X, dx et a -h hx àz x' soient ratbmnelles j car 
on retombera daus la théorie précédente, qui donnera 
toujours le moyen d'eirecluer l’intégration. 

i". Supposons que .r’ ait le signe -4- sous le radical. 
On pourra poser 


d’où 


a + i>x x' ~ Z + x\ 

U h br^ 2ZX -t- br/x = -t- 2.t//z j- 2.ulz , 



7.(3’— Aî 4 n) 
(b — 2î)' ’ 


V a 4 h.c -f-.c' 

5 3 


bz. 
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La diirérentiulle proposée devient donc rationnelle par 
cette transformation. On aurait encore pu poser 

\ a hx X- =. yfa xz-, * 

il en résulterait 

/; -f- X = 2 î \/a -t- X* % li t = idz a -(- z 'dz -H o.xuiz, 

?.z V * — l> , z' Jn — hz Ja 

x ~ 1 dx — 7. — //!■ 


v/<i H- éx -+- x’ = 


(l -z>)’ 
- z' \fa — bz + 


”■ fiz> J 


La dilférentielle proposée devient donc encore ration- 
nelle; mais cette transformation aurait l’inconvénieut 
d’introduire des imaginaires si a était négatif. 

On peut encore employer une troisième transforma- 
tion quand les racines' du trinôme a -t- -+- .r’ sont 

réelles; ce qui aura toujours lieu dans le cas où la trans- 
formation précédente ne peut se faire en quantités réelles. 

Soit 

a bx -h X- = ix — “) (x — 6 ), 
a et 6 étant réels; posons 

^ a -f- bx + x^ z= (X — a) Z, 

on en tirera 


X — 6 =: (x — a) 2’, dx — z'-dx + •?. [x — x)zdz, 

“ G — az’ az{6 — a) 

X — dxz= —dz, 

. ; (G — a)z 

\'n-hbx+x’ = 

I — z’ 

a". Daus le cas où .x* serait afl'ecté du signe — sous 
le radical, on nrt pouriait employer la première de ceS 
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trois iransl'orniaiions. On pourrait employer la seconde 
si a était positif. Enfin, si a était négatif, les racines du 
trinôme a bx — X* seraient réelles, sans quoi le radi- 
cal \Ja-‘rbx — .r’ serait toujours imaginaire; alors on 
emploierait la troisième transformation qui n’exige que 
la réalité des racines du trinôme. 

22t. On pourrait encore rendre rationnelle une fonc- 
tion algébrique qui renfermerait deux radicaux de la 
forme 

\fa + x, h ->r X-, 

pour cela, on poserait 




d’où 


X = i"‘ — U, (Ixxxizilz, b + X == \J z' b — a. 

Substituant ces valeurs dans la fonction difl’érentielle 
donnée, elle ne renfermera tpi’un seul radical du second 
degré qui allectera une expression du second degré en z. 
On retombe ain.si dans le cas précédent. 

22t). Appliquons ces transformations à quelques cas 
particuliers. 

Soit 


dx 


èj: -t- .r’ ’ 


posant 


on en déduit 


yfa -f- bx -t- x’ = Z — x. 


a -t- èx = — 2XZ -|- r% dx = 


2 { Z — x)dz 
ô 4- 2Z ' ’ 


dx 


dx 


7-dz 


; — X v^n t- éx 4- X ’ A 4- az ' 
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j \] a bx + X’ -fi + ^ 

= 1 1^- -f-x 4- ^'rt + ix + x’J 4- C. 

Dans le cas où l’on aurait b — o, on trouverait 

/ = 1 (x 4- V^IÏ 4- x’) 4- C. 

J sJ a ->r X' 

ï22(i. Considérons inaintenani 
<b 



\! a bx — x' 

et posons 



^ a-\- bx — x’ = 4- xz. 

d’où 

- 

b — X = 

/- dx 

2Z V" 4- XZ’, -j:- = - 


^fn + . rz 


donc 


/> 


dx 


hx — X 


C — *i arc lanj» r = (J — 2 arc tanp 


\j a-^ bx — X • — ^ a 


Si les racines du trinôme a 4- ùx — x * sont réelles , 
on peut employer la troisième transformation , et poser 

a 4-Àx — x’=r(x — a) Z, 

en supposant 

x’ — bx — a = (x — *) (■* — *>)• 

On aura d’abord 

€ — x = (x — a)ï’, — i'/x( 1 4- z’ ) = 2 (x — a)s(/z, 

(ix . zdz 
(X— a)l ~ ! 4 - s’’ 
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: C — 2 arc tanj; \/ — 2 a: -1- é + y/ é ’ 4« 


:C — arctang 


ïx~ b+'J b^ + ^a 

/ / 7.x- b Y 

V W^* + 4"/ 

\\jb'-\-^a) 


= C — arc cos 


2 .r — b 

\j 6’+4" 


Dans le cas particulier ou b o , n = i , celle dernière 
formule donne 




(ir 


— c — arccosx = C' -f- arc sin.r. 


L’autre transformation donnerait, dans ce cas , 

/ dx ' I ^ 

— =<^—2 «rc tang =C— arc tang , =C-*-arc sin x, 

y/l — X* X V^i— X* 

résultat identique au précédent. 

227. On a souvent à intégrer des expressions de la 
forme suivante : 

( xc + € ) flx 
^ a -\-bx — .r ’ 

On introduit alors au numérateur la diirércnlielle de la 
quantité soumise au radical , et l’on décompose celte dilfé- 
rentielle dans les deux suivantes ; 

>ja+bx—x'‘ 4- éx — .r ' 


La première a pour intégrale — ot \l a -f- h.r — ,r - , et la 
seconde rentre dans le cas prérédenl. 
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228. l>a ditléiTnlielle peut être iiité- 

a bx — X ’ 

grée d’une manière plus simple que par les Iranslorma- 
tîons que nous venons d’ell’cctuer, en la ramenant à la 

forme ■ expression qui a pour intégrale arc sin z. 

y 1 — z’ 

Kn cll’et , on a 


<ir 



donc 


dx 


= arc sui 


J \‘ a -i~ bx — X- 


s/r 


-f- c. 


229. l'onctions tle monômes irrationnels. — Si l’on 
a une fouclioii algébrique rationnelle des quantités 

m ;> r 

.r", x’,..., x‘,il est facile de la rendre rationnelle , en 
même temps que tlx] il suflira de poser x = on 

aura alors itc =: ni/. . .sz"'’--—'{lz , et tous les monômes 
;;i r 

.r"...., .r‘ seront rationnels en Z. 

230. n/p renticlles hinômes. — On désigné sous ce 
nom les expressions de la forme x"' (a + hx")’’dx. 

ün peut toujours supposer in et n entiers; car s ils 
étaient fractionnaires, la transformation indiquée dans le 
numéro précédent ramènerait à une expression semblable 
où les exposants de la variable seraient entiers. L expo- 
sant i> est fractionnaire; car s’il était entier, on développe- 
rait la puissance de n hx'\ et 1 on aurait à . intégrer tin 
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nombre nui de monômes. Les signes de ees trois exposants 
.sont arbitraires; mais. on peut toujours supposer n positif: 
en effet, s’il était négatif, on pourrait multiplier le bi- 
nôme a 4- l’.r" par x~" et ajouter n/> à l’exposant de 
qui pourrait alors devenir fractionnaire, mais que l’on 
rendrait entier par la transformation déjà indiquée. On 
peut donc toujours supposer m et n entiers et n positif. 

231 . Nous emploierons d'abord la méthode de substi- 
tution, et nous poserons n hx" = z, d'où 


•1 I 



et, par suite, 

;w-t- I 

X" (a -i- iJj: = — zl' | ^ j t/z. 

Donc si est un nombre entier positif ou négatif, 

l’expression en z n’aura plus d'irrationnel que le mo- 
nôme zP, et on la rendra rationnelle par le procédé in- 
diqué dans le numéro précédent. Si , par exemple, on a 

P = -1 on posera z = f'', ce qui revient à faire d’abord 

n -+- hx" = ti. 

L’intégrabilité de la dilférentielle proposée est donc 

assurée quand est un nombre entier, quelles que 

soient iraillenrs les deux quantités m et n. 

232. On peut arriver h un autre cas d'intégi’abilité en 
'' mettant la différentielle donnée sous la forme 

x""*'"/’ 4- f/j. 


En effet, si l’on applique la condition qui vient d’être 
irouv'ée en général , on trouve qu’on pourra l’intégrer si 
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— est un nombre entier, ou si + /> est 

— n « 

entier; condition qui pourra quelquefois être remplie 

quand la première ne le sera pas. 

2.33. On peut appliquer l’intégration par parties h la 

même dill’érentielle x'" (« -h en considérant 

,,n-i comme une dill'ércntiellc exacte, dont 

l’intégrale est 


1 

nb(p+ i ; 


(n -I- èx")/’+'. 


On obtiendra ainsi 


I- Ar • J rdjr =: J' (o ) Aj • Ici/.r 

-Mais 

x”‘-''(n-hèx“)P+'=rtx"-''(rt H- èx")/’ + è.r"(«+ èx")f; 


donc, en substituant, on aura 



(rt 6x ” } Pdx — 


X' 


(tf 

«6 ( /> -f- I ) 


(m — w-i-i)4i 

«A (/>-!- l) 




Si l’on réduit le dernier terme de cette expiation avec 
l’expression semblable qui se trouve dans le premier 
memlire, on obtiendra la formule 


■ b.c“)l’(l.c = - 


[fl + ftx")/"*-' 


(0 


j ) •••* J ^ ) 

\ b(/n-i- np -h I }J 


On est ainsi ramené à intégrer une dillércnlielle du iiièine 
genre que la première, cl qui n’en di Hère qu’en ce <|iie 
Texposanl /// rsl rliaiigc<?n in — //. 
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i". Suppusuiis que m soit positif et plus grand que n. 
Kii li-ail.nit celte nouvelle diirérciitielle de la même ma- 
nière que la précédente, ou diiuinucra encore de n l’ex- 
po.sanl de j”, et en continuant ainsi, l'on sera ramené, 
après un nombre “ A- d’intégrations, à la dill’érentielle 
A.r")'V/.r, et l’on ell’ectuerait immédiatement 
rinlégration si l'on avait 


m — kn ■=. n — i , 


/H -I- I 


= A-M. 


(’.e procédé conduira donc à l’intégrale cherebée toutes 
les fois que m i sera divisible par n. C’est le premier 
cas d’intégi abilité que nous avions reconnu. 

a". Si m était négatif, la formule (i) ramènerait la ‘ 
didérentielle proposée à une autre moins simple, puist[ue 
l’exposant du facteur monôme y aurait une valeur numé- 
riquement plus grande. .Mais si l’on tire de cette même 
éfiuation la valeur de la seconde intégrale en fonction de 
la première, on aura une formule qui, dans le cas de 
l'exposant négatif, ramènera l'intégration proposée à une 
pins simple. Si en même temps on change m — n en 
— m, on aura la formule suivante ; 


„ S/'""’ 

/ 


-f- b.r")fdx = 

b (ni — ri/j — n — 
. - ("I — « )" 


x—+'(rt -t- èx")** 


(m — I )<? 

— J'x~^*(a- 


■ é.r*)/'rfx. . 


■\u moyen de celte formule on abaissera l’exposant — /«, 
(luisqu'oii le ramène à — «i 4- //, et que n peut toujours 
être supposé positif. F.n continuant ainsi, l’on arrivera à 
l’exposant — in 4- An, et l’on pourra intégrer si l’on a 


— ni 4- b/l — n — I , 


— /« 4- I 


I — 


’,Digiti?ed by 


CCMIBS ll’AîtAl.VSB. 

Colle ooiidilion ramèni; encore au premier eas d’inlégra- 
bililé. 

Lorsque la did'ércnlielle ne renlre pas dans ce cas, les 
formules (i) et (a) ramènciil toujours l’exposant m à une 
valeur positive plus petite que n. 

234. Les formules (i) et (a) ne peuvent être employées, 
la pi’emièrc lorsque l’on a m -|- np i = o , la seconde 
lorsque m — i. parce qu’alors l’intégrale cherchée dis- 
parait, cl l’i^uatiou qui subsiste ne peut plus, par consé- 
quent, en donner la valeur. ÏNIais dans chacun de ces cas, 
l’une des «ondilions d’inlégrabilité est satisfaite, et la 
différentielle devient rationnelle par la substitution que 
nous avons faite en premier lieu. 

23o. La manière dout nous avons fait usage de l’inté- 
gration par parties avait pour objet de réduire l’expo- 
sant de X en dehors de la parenthèse. Mais ou pourrait 
la diriger de manière à réduire l’exposant du binôme 
{a -h f>x"). 

En effet, si l'on considère .r"‘f/.r comme difl'éreu ti elle, 
on trouvera 



ti bx" = 


rt -H hx’')f 
m -f- I 


npb 

m -+- I 



+ bx'')P~'rtx. 


Dans cette dernière intégrale on peut abaisser 1 exposant 
ni n sans ebanger l’exposant p — i , par le procétlé 
employé dans le n" 233, et l’on obtiendra ainsi 


(3) 


I 


-p bx")Pdx = 


u:*+‘{a-^bx’)P 
m -t- np I 


fx”(a -h bx’')P 'dx. 

m + np-^rl J 


Celle formule deviendrait illusoire dans le cas déjà exa- 
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mine, où l'on aurait 

X •* 

m -h np + 1 = O. 


Kn appliquant le même calcul à la dillérenlielle 


(fl + bx“)edx. 


on abaissera d’autant d’unités que l'on voudra l'exposant 
de (« -I- bx"), dans le cas où /> sera positif, et l’on par- 
viendra à un exposant compris entre o et i. C.elui du 
facteur X"* est resté le même; mais on pourra le réduire 
ensuite coinme on l'a indiqué précédemment ; et si la 
dillérentielle ne de\ient pas intégrable, elle sera du moins 
simplifiée le plus possible. 

Si P est négatif, on tirera de l’équation (3) la 
valeur de la dernière intégrale, qui se trouvera ramenée à 
une plus simple. C.hangeant p en — p, pour explieiter 
son signe, puis mettant p au lieu de -f- i , on obtient 


(4) 


I 


//.r " ) ~filx = - 


{a + bx")-P*' 


an{p— I ) 

(m— «-f- 1 ) r , , 

I -t- è.r") 


nn{p— I ) 


Cette formule ne deviendra illusoire que dans le cas où 
p—i. M ais alors la dillérentielle proposée est ration- 
nelle, à moins que m ne soit fractionnaire; et, dans ce 
cas, on emploierait une transformation déjà indiquée. 

Au moyen di‘ la formule (4), l’exposarrt négatif — p 
peut être successivement augmenté d’autantd’unités que 
l’on voudra , et sera ramené à être compris entre o et -f- t . 
On pourra ensuite i-éduii-c l’exposant de x" sans changer 
celui qui alfcctcra le binôme (a 4- Ax"). 

237. Prenons d’abord pour exemple la dilférentielle 

1 dans laquelle m désigm’ un nombre entier posi- 

V I — 
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lif. r.lle est loujuurs intégralile; rai oii a 


n = 2 , p=z — 


• . m 1 . . H/-+ 

Donc SI n est pas entier, 

n ‘ n 


- ]) le sera. Si on 

lui applique la formule (i), ou si on l'intègre directe- 
ment par parties, on trouvera 

r x'"iix _ X"-' 


I I l'x’‘~'f/x 

J 


L’exposant rn étant ainsi abaissé de deux unités, on 
arrivera, en continuant d’appliquer le même procédé, à 

l'une des deux expressions / - ■> sui- 

J V i-x' J \/i-x> 

vaut que m sera impair ou pair; la première a pour inté- 
grale — V' 1 — •*^*5 et la seconde, arcsinx. 

On parvient ainsi à la formule suivante, dans le cas de 
ni impair, 

[ m— I . (f)(— I ) 1 m— 3) , ”l 

(«'-a; ("'-4' 

(ni-l) (m-.3).. .3 I 

(m— a) ,/«— 4) • • I J 

On trouverait, dans le cas de m pair, 

JVi-Jt* III L a (m— a) (m— 4), ..'i J 

(ni — l) — 3). . .3 


ni(m — 2 ) — 4)** 


arr üiii.r •+- C. 


Si l’on supposait l’exposant négatif et représenté par — m, 
la formule de réduction serait la suivante : 

fx-^tlx .r-‘*+'v' I — x’ _ m — 2 Çx~’^^ilx 

J y', _,r« ~ /« — I ni — l J y/7— I’ 

Le seul cas où elle ne puisse être appliquée est celui où 
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c/x 


a.(i 

Oïl pourra 


m = I -, il s'agil alors d’inlégrer 

•r y' I — X ’ 

employer pour cela la transformation relative aux radicaux 
du second degré, et poser 


d’où 


— X : 

tlx 


y^i — x’=i +xz; 

2z -t- Xi’, — ilx =. Txlz -h O-xzJz -f- 2’1/x, 
ilx ntli dx dz 


I +Xi . 


1 + î’ 


xy' I — x’ 


Donc 


. / i/ 1 — x’ — I \ 

/■ ^; = lz + C=l( H-t- 

X y I — x’ \ X / 

Oii serait arrivé plus simplement au même résultat, en 

I . . , , — dz 

posant X — -1 ce qui aurait donne — que npus 

* y'î ’ — I 

avons intégré précédemment. 

238. Considérons encore la diiréreiitielle binôme 

X * (ix 

- 1 qui se rencontre dans le calcul des oscillations 

y^ /IX — X ’ 

du pendule. On a identiquement 

1' x"dx ^ 2)^'^^// /’x^-'z/x 

J y' /IX — .r^ t/ y/ /IX — ,r ’ J y' /ix — x’ 

Mais, en intégrant par parties, on trouve 
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substiluaiil dans la proraicrc équation cl réduisant, il 
vient 


r x"'dx 
J \lax — x^ 


— ^ (2W— jjn x’— 'il.r _ 

m 2/M J y'T ^ 


' nx — x^ . 


L’exposant m étant abaissé d’une unité, si l'on applique 
le même procédé à la nouvelle ditl’érenticlle et aux sui- 
vantes, on pai-viendra enfin a j ' — -• Hu obtiendra 
’ ‘ • Jy//j;— X/ 

celle dernière en observant que 


(/x 


(Ix 


dx 


ir 

r dx 

J \1 nx — x^ 


« — 2.r 

arc oos )- l- 


JrUàimtio» fies fbnrlious exjioncnliellt's, lufjnrilliniuiufs. 
Pi ciiTitlairPS. 

239. Si l’on sait intégrer la dillérentielle F(x)//j', on 
•saura aussi intégrer les .suivantes, par une simple substi- 
tution ; 

F(e‘)ff*//x, F(lx)'-^, F(sinx)ros.rf/x, 

(Ix . • 

, F(eosx) sinxi/x, F(aresinx) ^ =, 

y. I X 

rix . , '/x 

F(arr.osx)-=— - F aretang.r)— — • 

' 'y/ , _,r/ ' + 

On voit de même que si F désigne une fonction algé-- 
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liriiitu*, ou rendra algébricpes les dillerenlielles’ 

F(e‘)tlx, F(sinx, cosx)rfjr, 

F (sin X, sin 2 x, . . . , rosx, cosar, . . .)f4r, ; 

en posant respeclivenient _ .* 

e’ — Z, sinx = z, on cosx = z. 

1210. Soit maintenant la dillercntielle Pz"f/.r, dans la- 
(|iielle Z désigne une fonction transcendante. 

Si l’on pose 

Jprfx = Q, fQ'^rrr^'n, y’R|,/x=S.... 

et que l’on puisse obtenir les fonctions désignées par 
(^, R, S , etc., l'intégration par parties fera connaître 
fPz"rlx. En elfpt, on aura 

Ç Pz"f/x = Qz" — n rtx, • ^ 

, * s 

Ç Q“"“' ^ — {» — • )J' djc, , 

et ainsi de suiU'. Donc 

yPz"rfxz= Qz" — nRz"“' + « (n — i )Sz"~’ 

211. Si l’on suppose P = i et qiie l’on fasse successi- 
\ement z = la:, z = arcsinjr, on trouvera 

y I" x(ir = T[l'’r — « 1**“* x-hii(n — l) !■-* x — . , .ijT n(n — i). ,2 

/ I arcsinx (arc lin xV I 

(«rcsinx)"<ix= I l;arçfin x)" 4-C. 

L (arcftiox)' 

* 

' Si l’on suppose P = x™"' et z = 1 x, on aura 

/ ■ . . r. « • n'n— 0 ' .»("—')■ -ï-n ,, 

!•*— wt"-'iH — •• X — ..±-i ' l+C, 

m V''* 

iG. 
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Si , Jaiis ia iH'i'inicrt* l'I la dri'iiiéiv ilc ces trois roriuules, 
on pose I X == r, elles devieiineni 

A’ r* rfj = («” — HS" rt 0 A'*** — . . - ± n (n — I J . . .a. I ) -+- C , 

r , '■•’f " n(n— l) , n(n— l). .a il „ 

I A* r^‘d :=- — A* A'-- -t — ï-,— A--’— . .± ' M- t.; 

,/ *** 

si , dans la seconde , on pose arc sin x = ; , d'où. 

X = si II r , f/j- = cos W; , 

elle devienl 

y's' cosrdz= sini[z" — n(/i — i -I-. . • ] 

+ l’osz [«z"~' — /? /; — I ) (ai — a) . . . ] -t- C. 

ün peut d’ailleurs obtenir directement ces trois dernières 
formules, et en déduire réciprotjucmeiit les trois pre- 
mières. 

242. Les deux intégrales Je"’' co^bxdr et Je"' &\nb.rdx 
j)cuvent se déterminer à la fois, au moyen de l’intégration 
par parties. En clfet, on trouve immédiatement 

/ , , «•"'fosèx r ■ Ê , 

c"coso.rnj = — I c*' sin tu nx, 

• n aj 


f' 


e"’ sin hxdx ; 


’ n 
e"' sin bx 


iin bx b r 

n nj‘ 


e" cosbxdx. 


De ces deux équations on lire, pour ces intégrales, les 
valeurs suivantes : 

I , , n cos éj i sin èx 

I r” rnsbxr/x xr : — -|- C , 


f' 

f' 


a ’ • f- b I 


I ... osinèx' — hcosbx „ 

i r"' sin hxdx = . — r" + C. 

b' 


24.'!. On pourra encore déterminer les intégrales 
I x"r" cos hxtix, Jx" f si n bxrlx, 
en .abaissant successivement I exposant de r. .Mais le tal- 
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cul s.-ia simpliné au moyen de la fornuile ci-dessus, qui 
•lonnc la valeur de , dans laquelle on rempla- 
cera « par a + Elle devient alors, ett substi- 

luant X a Z , , - . 

yrT«'(ro»fcj-*-v'~i»in4j)rfx= •. ” 

HT’- . -T I)... a. I 


7=1^ - 


=rr- -,-C 


•ÎU 


■ A — I L 

Si l'on égale les parties réelles des deuv membre:,, ainsi ^ 
que les parties imaginaires, on aura les valeurs des deux ** 
intégrales ebcrchées. 

^ti. Considérons maintenant les dillérentielles de la • 
lorme 

sin'xros'xcAr. - 

•Si 1 on iKise sin x = z , d’où eos xdi = riz, on obtient 


N jâ 
= H'- 


S-(, — 3>) ^ 

Klle rentre ainsi dans les diflérentielles binômes, et sera 

intégrable lorsque sera eiilier, e'esl-à-dire lorsque 

m sera , un n»ml)re^cntier. impair ou lorsque // sera* un 
nombre entier ini^ia^r, ou lorsjqiie m ,, sera un noinbn; 
cnlier-pair. On aurait pu i>o*r eoex;;^ z, et la ditléi'eu- 
lielle sCT’ajt devenue ♦ 

^ ? y: > ■ ^ 


V.. 


d où I on aurait tiré les mêmes ronséquenees/-- 
^ 2ifi. .\n lieu d’employer ces transformations, on p.nu 
traiter directement la diilércntielle proposée, aii moyen 
^ de I inlégration par parties. On trouvera ainsi 


\ 


T ■■ 

4 


■ >ir S* V^ ' 


^ •.*;*% / ‘-t-v 

' ■ 1' .V ’ • • _ ? 


à? 




* 


-.1 


«4 î. . • 






. < 


ÿCoog 


24^> 
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/"sin**’ jrcos"“’jr<ir =: y^sin"xcos j) f i — cos'x]rl.r 

=y sin' j: cos"”’ tr/c — f sin " <lx cos" rttx ; 

# 

suhstiluanl cl rcduisantj il vient* 


(2) J si 


sin'* cos* x<ir == 


sin xcos* 


r COS • - ' X n — I (* . 
i / SI 

+- n m-i-ti J 


sin’*xcüs"- » rdx. 


Donc , si n est positif, cette formule l’abaisse de doux 
unités, sans changer m\ excepte toutefois le cas où 
m -f- « = O, que nous examinerons plus tard. 

En supposant que ce cas ne se présente pas jusqu’à la 
fin du calcul, et en continuant de diminuer l’exposant de 
^ rosar, on le ramènera à o ou i s’il est entier. 

2W). En dirigeant autrement l’intégration par parties, 
on abaissera successivement l’exposant de sinx. En effet, 


XC 08 * rdx =s ‘ — 


• m—\ (* . • 

--4- I gin 

« -Ht J 


[}) j «in" 

Or 

/'sin "“’x cos"^Vf/x = y'(sin"'"’.i;tos"x)( i — siif’x)f/x- 

f sin "”’.ccos"xfir — f sin'"xcos"xrix’. 

Substituant dans la précédente, et réduisant, il vient 

# 

/ . . , JCOb''H' X m — i /• . 

gin *■ .r cog *• xa.r — ■ H ■■ - I sin "<•"» x cos “ rax. 

ni -H « ^ M»-Hn J 

•• * 

Si donc on excepte encore le cas de m -)- « = o, on. abais- 
sera l’exposant de siii x d’un nombre pair quelconque , et , 
s’il est entier, on parviendra à le réduire à zéro ou .à 
l’unité sans ([iie l’exposant de cos.r ait changé. S’ils sont 
tous (leux entiers, on les réduira successivement l’un et 
l’autre J autant qUe possible, sans les rendre négatifs, cl 


. ■. ' 






« 
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il restera à intégrer une des expressions suivantes : 

J<!x, Jcosxiix, J'sinxflx, J'smx coixrlx, 

♦ 

que nous considérerons tout à l’heure. 

2i7. Supposons n^aintenant que wi étant positif, n soit, 
négatif et remplacé par — « ; la formule ( a) donnera 


r sin^j: ^ sin"’^‘jr ^si 

Cüs" j: (/n — n ) cos"’*'' x m — /i J co: 


sin"x 


/Lx. 


L’exposant de cos x se trouvant élevé de dcu\ unités, on 
tirera la valeur de l’intégrale qui est dans le second mem- 
bre,- et l’on trouvera, en changeant « -f- a en n , 

Aîii"x . sin"^'x n — m — a /’sin"x , 

(5) I </x=; s— r--t I ffx. 

J cos-'x [n — ^i)cos"~'x n — i J cos*“’x 

CcUc formule ne peut être appliquée dans le cas de m = i . 
Si en même temps in est entier, on l’abaissera au moyen 
de la formule (4) , et l’on parviendra k 

/ sin X , r flx ■ ' ' 

— tlx, ou I , 

cosx J cosx 

expressions que nous intégrerons tout à l’heure. 

218. .Si , au contraire, n est positif et m négatif, rem- 
plaçons-le par — m dans la formule (4) , elle devient 


J sm"x ' 


cos" 


(m — /f)sin*""'x m 


-H I ^cos’x 

— njsin’^x' 


L.’expôsaiit de sinx étaiTl augmenté de deux .uni tés, on 
tirera la valeur jde l’intégrale du second membre, et l’on 
aura , en remplaçant w -I- a par /» , 


J »' 


cos”x 


f/x : 


(m — i)sin*“'.r 


-n — 2 r cos’x . 

I -n fis. 

' — I J sin"~’x 


(’.ette formide tie peut être applicpiée si rn= i ; mais alors. 


A - 


►f* 


' «t 

A 
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en abaissant l’exposant de cos .r, on arrivera, s’il est en- 
tier, à l’une des expressions / dx, ou / 

J i\nx ^ J i\nx 

2 19. Supposons enfin que m et n soient négatifs tous 
les deux, et remplaçons-les par — m et — /i. La for- 
mule (a) deviendra 

— r Il -ht ( ' dx 

sin'^xcos” JT xcos"’*'* X wi-+-n J 

ou, en tirant la valeur de la seconde intégrale, et chan- 
geant n -l-’a en n , 




dx 


fcln^xcos'x (n — i)siii ' XC08 X 
On tirera semblablement de la formule ( 4 ) 


-n— a f* lir 

— 1 J 5ln'"JCo»"7’J 


J sin ■ JC08 * X 


(m-f-n) 6 in"*+’x cos ** -'x m-t-n J sin'^+^xcos" x 


- f- 

n J sin 


dx 


Tirant de là la valeur de la dernière intégrale, et rem- 
plaçant m 2 par m, il vient 


( 8 ) 


f— ^ 

J iin "xco 


XC0I"X (m 


— I — a dx 

— i)»in“-'xcos"-'x ni — î J «in"-»xc 66 "x 


Au moyen des formules (y) et (8) on diminuera du plus 
grand nombre pair possible, les exposants de sinjr et 
cosx. Il n’y aura d’exception que pour le cas de m = i 
ou 71 = I ,.ct alors on parvient, on supposant in et n en- 
tiers, à l’une des expressions suivantes; 


, Ç dx r dx r dx ^ 
J sin J ’ J rosx’ ^ sin. r cos 


. 250. En réunissant les cas particuliei's auxquels on eél 
conduit par l’application de cos procédés, on voit <jiie 
l’on esl' toujours ramené, quand les -exposants sont en- 
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tiei’s_j à en'eclutT l'ime des intégrations suivantes : 

fdr, (coidx, Aiiijrffr, I fin x cnn idr , rfj- ( ££Lf ,/x. 

JJ J J J COsJr J finx 

/ dx ^ dx Ç dx dx . 

siiixcosx’ Jtinx' J coax' J cos”x ’ J sin -x 

# 

Les six premières s’obtiennent immédiatement, et ont’ 
pour valeurs respectives 

• fdx=x-\-C, f cos rLc =zsinx -\-C, 

J'sioxdx^ — cosx + C, J'sinxcosxdx^^^^—^ -i- C. 

Dans les deux suivantes le numérateur est*la dillérentielle 
du dénominateur, abstraction faite du signe. Donc 

/ sinxfir Pcosxdx . . 

— — Icosj + C, = lsinx + C. 

cosx ^ sinx 

On intégrera la «uivante -r-^ en divisant s'es deux 

sinxcosx 

termes par cos’x; elle devient alors 


/ * dx_ 

cos’x r rftangx 

sinx J tangx 
cosx 


1 tangx 4- C. 


I • '^4'^ , ... 

La suivante — s intégrera en divisant scs deux termes 


par cos’ jx, après .avoir remplacé sin.c par 2 sin - cos^; 

, 2 . 7 . 

elle devient alors 


I T— /, IU.S- + C 
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a l'inléurale | a celle deinicre* en ol>- 

J cos JT 

rt- f '■'* - 

■ J ‘ ' 

= I tang + <:. 

2ol, 11 lie reste plus h intégrer que les deux expçes- 

sin^*r cos^j* • i* t 

sions ^ (l.r cl — iLr , {lui reiureiil 1 une dans 

r»r»c • r sin M j. * 


l’autre par le cliangeinenl de x en - — .r. 

Or la formule (i) devient, eu , supposant n negatil cl 
égal à — m , 

« 

et l’on en tirera, en remplaçant i/t 4- a par in, 

j' uing”.rrf.c = — J lang"-’ar/.c. 

En eontinuanl à abaisser l’exposant de deux unités, on 
■ parviendra à f/lx,on f tangxi^/a-, qui a été déterminée i^é- 

eédemnienl, puisqu’elle n’est autre chose 4'"^^ 

On aurait trouvé de même , i. 


/• 


(•ül^x^/x ; 


col* 




eot” ’xiLr. 


Celle lorninle ramènera , soit à Jd.i', soit à /'colxc/j;, qui 
a été déjà déterminée , quand on a eherelié J" if.v. • 
So'à. En appliipianl les pri ncipe, s précédents à la dt^>r- 
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ininatioM de» inU'gialcs ' - 

' ^sin"xc/.r, y^os"jr<7x, 

fjii, rjf_, ' .'■ 

J. J sin"x J CüS''jr 

ou trouve, I** Vil supposant // pair, 

/ '. . COSX r . U — I \ 3.*i, . 3i frt — 1> 1 

sin " xiUss. Sin " - ' x-i Mn ,h ; ) sin .r I 

« L «—a . J.4* • (““*4) (”"“^) J 

'A.\ ..(« — ’J) « 

r J 8inxr »— I ’ l.*>. ,.(n— 3) (n— i) 1 

- I COS" rrfx = I COS oos’ -** r-4-. . .H , ^ . cosx I 


. 3 , . .‘fn — î) (n — r) 


'2. \ ..^1— a)rt 

r. . I Uin}»’'-»x lang"“Vi- ^ . 

I lang " xJr = — " n — 3 ♦" ••• — r ;p r -i- (- 

* t 

col" "'.T fol^-ar 




. /• 


■» t'i 

col " -la.f — 


n — f n — 3 


— . . . d: cot T qr X . 


r - J 8»nx r . «—a . , >.4. . j} (n— u'. 1 
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SCC* X</j = — — «CC **•' X-f- ■ SPC*-* - 

«-> L . 


i 1 


a. 4 ..(n-3) 
i.3..,(n-a) 


ivc * 

lU.nc(f+î), 


. /* , COS X r 

I côscc* xJr =S I COSCC 

J l 


n — 3 


3.4. . 


CO80C’*‘"3x 4-. . .-I ; '• ; ^ COSO 

3.4^... ( 

I 3.' , 3 ) 


'SI C * 


. -I 7 ; > lone - -*-<'• 

• • 3.4 - (" — 3 

2o3. ()bsi;rvons qu'il csi quelquefois plus simple de 
nkluire les dilférenticllcs de la forme , en les 

. S10"JCÜS"X 

multipliant une ou plusieurs fois de suite parsin'x+cos’j’, 
ce qui n'eu change pas la valeur. Par exemple 

f/x (Ij: 


se ehansrera en 

i COS'X 


sin’x 


sm’x cos'x 
dont l’intégrale est 


tangx — eolx^-t-C. 

Remar((Uons encore que l’on pourra quelquefois, avec 
avantage, remplacer les puissances du sinus et du cosinus 
de .r par leurs développements en fonctions linéaires des 
sinus et cosinus des multiples de ,r. 

iNous terminerons par l’intégration de deux expressions 
<|ui SC rencontrent souvent. 

f.a preraièi'e est , — r— — On l’iniégre en 

3 /I -t- 6 eos'X -H csni’x 

[Kisant tang = s, et l’on obtient 


{fl ■ 


■ b){. 


•cl 


arr tan 


/a -4- < 


Si n -)-c et rt H- ne sont pas de inènie signe, cette ex^ 
pression se change en logarithme. 

I,a .seconde est y- ; elle se ramène à la première 

fl -t- Il cos.r • ■ 

«•Il reinplaeanl cos.r par eos - — siii -• et 1 011 posera 

1 •Jf - w * ■ 

alors tang - = -. 

^ a • * . . 
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3.53 


Intégration pai‘ séries. 

23i. Lorsqu’on ncpout intégrer exactement une dill'é- 
renticlle F (x)djc, on peut se proposer de développer. son 
intégrale en série; et pour cela on développera d’abord la 
fonction F (x). Soit doncT 

( I ) F /x) = « B -f- w ( + « î + . . . -t- « fl -f- . . . , 

et admettons que cette série soit convergente, sans (|iio.i 
elle ne pourrait remplacer aucune fonction. , • 

Soit la somme des termes jusqu’à i/„ inclusivement, 
et /•„ le reste de la série , qui tend vers zéro à mesitre que 
n augmente. On aura 

F (x) — s, + r,. 

Intégrons les deux membres de cette érjuation entre deux 
valeurs quelconques x# et X , nous aurons 

I F(x)f/x= I s,(tx-h I r.rfx; 

Jor. Ji, Jx, 

ét puisque r„ tend vers véro, I r^ilx tend aussi vers 
zéro; donc ' . ' ' 

• /"X 

(i.f I F(«)<#jr = lim j .Ç.i£r= 1 j u,dJc-t-. 

OU , en remplaçant X par x, V 

^ F(x)rfr= ^ U, rfx 

Jj’équation subsistera évidemment en prenant les inté- 
grales indéfinies 

fV (jr)dx — fu,'dx . 
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23o. Si la série (i) li’élail eonvergeiite, pour la 
limite X, on pourrait craindre que la formule ( 2 ) ne fût 
inexacte; mais nous allons voir qu’elle subsiste encore, 
pourvu qu’elle soit convergente. Tu elVet, elle est démon- 
trée- pour toute valeur de .r compri.se entre x et X ; c’est- 
à-dire que l’on a pour ces valcuj s 


J F = r ii,rlx -t- . . . -h Ç . . . 

Or la limite de la somme des termes du second membre 
est une fonction déterminée et continue de x, pui.sque la 
série des intégrales est supposée convergente, même pour 
la valeur X. Si donc on fait tendre x vers X, les deux 
membres de l’équation tendront cbaeun vers une limite, 
et CCS limites ne peuvent être inégales. Donc 

J 'iX. Z' ^ 

F(x)f/x= I «,f/x-t- I H,rfx-t-.... 

X. ■ Jx, Jx, 

• La même démonstration se Irrail jx>ur la limite Xo , et 
même pour toute valeur intermédiaire, pour laquelle la 
série ( 1 ) cesserait d’être convergente, sans qtic la série 
des intégrales cessât de l’ètix*. 

230. La fonction t'(.r) peut <|uelqucfois être déve- 
’loppée de bien des manici-es dilVérentcs en séries conver- 
gentes : on choisira celle qui conviendra le mieux à la 
question. Si on la développe suivant la formule de Ma- 
qlaurin , on aura 

* X "* 

V (jr'i = F (o) -H F ' (o) r X F " u', f F " (o) 

' ■ ' ' • ‘ ' ' 1 . -1 I . U . . . ra 

l'i, par suite, 

11 est facile do reconnaître que ce second membre n’est 
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aulic> t hose ijuc K; (léveloppcmeiu tli; J'I' (,i ) ,/.r, d’après la 
formule de iMaclauriii : Cj représente la valeur arbitrairi* 
de cette fonclion pour x = o. 

Si l’on veut connailre l’erreur eoinmisc en s’arrêtant 
à un terme quelconque F"-' (o) dans la sé- 
rie (3), il suITtra de multiplier par ladé- 

I .2. . .(//-t- l) 

rivée de 1 ordre (//-(- i) de la fonction en 

donnant à x dans cette dérivée une valeur Ox intermé- 
diaire entre o et x. C’est la règle connue dans le cas de la 
formule de Maclauriii, dont l’équation (3) est l’applica- 
tion à la fonction fF{x)rfx. Si doue on désigne par A 
la ])lus grande valeur de F"(.r) quand ,r passe de o à x, 
l’erreur commise en s’arrêtant au terme qui renferme x" 

sera moindre (tue 

* I .2. . . (n-+- i) 

2o7. On pourrait développer la fonction fF(x)(/x 
par la formule'dc liernoulli , qui donne jwur une fonc- 
tion quelconque y. 


t/y 


X ’ <•/’ y 

1 . 2 i/x ’ 


tl^y 
I 2 . i dx^ 


yo étant la valeur de y correspondant à ,r = o. Si l’on 
supposi; 

. r '■* r. = c. 

nn aura 

« 

(4) ^ F(j)dx = C-t».xF(x)— 

On obtiendrait cette même formule en intégrant par par- 
ties la dillérentielle F(.r)r/.r. En elVet, on aura successi- 
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Si, en coiilinuant indéfiniment ces intégrations, la der- 
nière intégrale tend vers zéro, on aura, en faisant les 
substitutions et ajoutant la constante arbitraire, 


Jf(x) i/x = C -h tV (x) - 7^ *■' ' W -f- 3 ^ • 


ce qui n’est autre chose que la formule (4). 

258. Lorsque la fonction F {x) est le produit de plu- 
sieurs facteurs, on peut se borner à développer l'un d’eux 
en série, pourvu que les autres facteurs multipliés par 
les divers termes de cette série donnent des produits intt^ 
grablos. 

Soit, par exemple, la dilférentielle 

rfx 

^ ax — x’ \/ I — ix 

qui SC rencontre dans le calcul du mouvement du pen- 
dule. On peut développer {i -r- l>x) ’ si l'on suppose 
l>x I , abstraction faite des signes, et l’on aura 

( — bx) *=!-!-■» èx è’x’ -t- ' b^x^ -4- . . . . 

Sulistituant ce développement dans la 'différentielU' pro- 
posée, on aura à intégrer des termes de la forme 
.T"r/x 
ax — x’ 
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expression que nous avons intégrée dans la théorie des 
didérentielles binômes. 

2 S 9 . L’intégration j>ar séries peut servir à faire con- 
naître les développements des fonctions dont on sait dé- 
velopper les dérivées. 

Ainsi , par exemple , la dérivée de arc sih x est ' 

I — x’ 

dont le développement est 


donc 


1 1.3 

I -t- -.r’H 7 . 

2 3.4 


■ . 3.5 

2.4.6' 


ix’ i. 3 x* i. 3 . 5 x’ 

arc sinx = C -t- X - 5 1 r ^ 1 7-? 1- . . . . 

23 2.45- 2.4.67 


Mais il faut remarquer que le radical ayant été pris posi- 
tivement, on suppose que l’arc et le sinus varient dans le 
même sens. La formule ne s’applique donc pas aux arcs 


compris entre ^ et 7t, mais elle convient aux arcs com- 
pris entre o et -4- elle conviendrait de ipême aux arcs 


entre o et — ~ Elle doit, par conséquimt, être satisfaite 

quand on y fait.r = o, et, par suite, C doit être nul; 
011 a donc 


arc sin X = X -t — 

2 3 


1.3 ^ 

2.4 5 


1 . 3 . 5 x' 
2.4 -6 7 


Le développement de - — ' - n’est plus convergent pour 
V I — x' 

,r = I ; mais, comme la série des intégrales ne cesse pas 
de l’être , la formule précédente représente arc sin x, 
même lorsque x = i . On a , pour cette valeur particu- 
lière, * , 

T! II 1 . 3 I 1 .3.5 I 

- = I H — ■ - 7 • ? + ;: ■ — (-•••• 

2 2 3 2.4 U 2.4.0 7 

2' édit . 17 
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Mais celle série sérail Irop peu convergenlc jKuir servir à 
calculer tt. 

260. On aura de même le développemcnl de arc tangx 
en développanl ^ ^ qui en csl la déi-ivée. 

Si l’on suppose x i , on ordonnera par rapporl aux 
puissances croissanlcs de x, afin que la série soit conver- 
gente, cl l’on aura 


= I — x’ -f- x' — .r* 


donc 


f: 


dx „ X* .t’ 

= C-t-x — — -J 

1 -t- x’ i 


5 7 '•••■ 

L’arc élaiil nid avec sa tangente , on aura C = o, et 

X ^ X ^ X ^ 

arc tang x=:x — r — H? h.... 

ô O ^ 


Si , au contraire, on a x]> i , on aura , en ordonnant par 
rapport.aux puissances décroissantes de x. 


I _L_f_ * ' 

I x’ X* x‘ x' 


donc 


arctangx = C-i-H~-g^+^-.... 


La constante est -■> puisque x infini rend le premier 

membre égal à Ainsi , pour les valeurs de x numéri- 
quement plus grandes que l’unité, on a 


TT I I I 

•}. 5 x‘ 


arc tangx : 

Il faut remarquer que la première formule donne les arcs 


I 
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posiiit's depuis o jusqu'à ^ seulement. La seconde ne con- 

vient qu aux arcs compris entre cette limite et - qui est 

la plus grande valeur du second membre. 

Ces formules sont exactes pour x = i , parce qu'elles 
restent convergentes, quoique les séries qui expriment la 
dérivée ne le soient plus^ elles donnent alors 


7 — ■ — ô-|-p 1 - . / . . 

4357 

261 . Cherchons encore de cette manière le dévelop- 


pement de 1 ( I t) , dont la dérivée est 


I -H X 


Si l’on 


suppose X ' 


on a 


= I X 


donc 


/; 


I -t- X 


flx „ x’ x' x‘ 

= C -f- X H -T yr- • , 

I -t- X 234 


Le logarithme de l’unité étant zéro, il faut supposer C=o 
jrour que la formule représente 1 ( i -|- x) , et l’on aura 

X’ X* X* 

l(, 4.^) = x-- + 3--^-+-.... 

Cette formule étant convergente pour x = 1 , quoique la 
série qui exprime la dérivée ne le soit plus,* elle ne cesse 
pas d’être exacte pour cette valeur particulière. 

Si l’on supposait x^ i , et qu’on ordonnât le dévelop- 
pement de ^ ■ par rapport aux puissances décroissantes 
de X afin qu’il fût convergent, on ne trouverait plus 
1 ( I -f- x) , mais seulement 1 ( i -4- x.) — 1 .r, ou 1 

■ 7 - 
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Passdi/e ilva iiilètjmli's indéfinies aux intéyrafcs 
définies. 

202. Nous avons Oémonlré, dans le n" 207, que si la 
dérivée d’une fonction quelconque F ( j ) est continue 
pour toutes les valeurs de la variable depuis ju,squ’à x, 
la dilTéreiice F [x] — F (xo) est la limite de la somme des 
valeurs que prend F' (x) dx, lorsque l’on fait passer la va- 
riable de .r» à x, par degrés infiniment petits représentés 
par dx ; d’où résulte la formule 


(-) 


J F' (x)fU F (x) — F (a,). 


Ainsi, pour connaître l’intégrale définie de F'(.r)r/.v' 
entre des limites données, lorsqu’on connaît l’intégrale 
indéfinie, ou une fonction quelconque F{x) ayant pour 
dérivée F' (.r), il suffit de sttbstituer les limites de l’in- 
tégrale dans F (x), et de retrancher le résultat relatif à 
la plus petite limite, de celui qui se rapporte à la plus 
grande. 

Exemples ; 

i" I r* r* J ' r* ' 

I jr'"</r=r 1 I r—j-d.r=\, I r j ■ ~ « 

! m-t-i ./ « .! x'-ha' la 

O • n O ‘O 

dx TT dx ^ TT r 

J JO*’"'"''’ ~ * 

jf",— ro,S*rrf.r=-^^, 

ZL- = rco.“^'rd., 

^ * T 
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-J* 


a(>i 


/ ■‘cos*VTKin*‘+'.rrfA =r 

('Jl' H- 3 ).. Jl-I- l)’ 

V 

T * 

f ^cos >'x sin’i tJr — ‘ - i) i 3 :i...(-U^ ^ 

Jq .. . a .4 6 . . .(a< -t- ai) a’ . 

/* ' _ I ■ .(g* — 1 ) , ■ 

a.4.0.-a* a 

J* I J a .4 fi...a* ■ 

• u V'T^j-» ~ Ï-S 7 .. .(uA -i- 0,' 

Ces ilernièrcs intégrales rentrent dans deux des préeé- 
denlcs en posant x = sinz ; d’où - — — dz. 

\/ I — Æ-> . 

L’intégrale indéfinie de peut être déterminée 

en décomposant en fractions simples l’expression i 


dans laquelle on peut toujours supposer m<^ n. D’après 

cela, si l’on fait i— ~ a, on obtiendra 

2 « 

/ ,«v. =“ |«ina7rH-»in3j:r-l-din.W-f-...-+-sin(2« — 1=; — ^ — . 

^ J «sin«:r 

On aura encore, en supposant que m et n soient des 
nombres entiers positifs, tels que m n , 


J, 


. mi:' 
« sm — ■ 
* /r 


Si maintenant on pose x“ 


— a , cette équation 


devient / . « a ayant une valeur commen- 

. I -t- î "■ sin nr ► • 
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PassiUfe ile^ intétjrnU's Indéfinies ma intét/rafcs ^ 
définies. 

202. Nous avons démontré, dans le n” 207, que si la 
dérivée d’une fonction quelconque F (x) est continue 
pour toutes les valeurs de la variable depuis x« jusqu’à .r, 
la différence F (x) — F (xo) est la limite de la somme des 
valeurs que prend F' (x) dx, lorsque l’on fait passer la va- 
riable de .r, à .r, par degrés infiniment petits représentés 
par il.r ; d’on résulte la formule 


(■) 


J F'{x)dt =z¥{x) — ¥(x.) 


Ainsi, pour connaître l’intégrale définie de F'(.r)r/.r 
entre des limites données, lorsqu’on connaît l’intégrale 
indéfinie, ou une fonction quelconque F(.r) ayant pour 
dérivée F' (x), il suffit de substituer les limites de l’in- 
tégrale dans F (x), et de retraneber le résultat relatif à 
la plus petite limite, de celui qui se rapporte à la plus 
grande. 

Exemples : 

/■' I r* J r'" J • r” <*’■ 

I I J j ïrjp = 5;;’ 

* O * O ^ ^ 

dx Tf c" r* - — =- 

•—>30 O ▼ ' 

('“r — = J r— MnS.rdr = -^-^, 


r- 


‘ T(ir : 


u. î.t). . "Sk 


■ S.. 'i. 7. ..(•»*- 


7)=/’ 


s *‘ + ’ rrfr. 


r> . 1.3. 5.. (J*— >)’' 

I ^''^=~a'4:c7:7r' ~ 


— — I ros’*Wr, 


* 0 


/■ 

•C 

.( 

/ 

V 

Ces 

den 

I 


en d 
dans 
cela 



nom 


Si 
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T s - *' 



/ 

.(■ 

^COs".r«ill*‘+' rrfj-=r -- L*'-- i* 

( 1/ -I- 1. l’ii -t- 3). . (ii , J ’ 



• ^ 






.( 

CO» rJ.r - '•■^•>••■>21 1, i 3 .1. . .(ut i ) g 

. 2.4 6 . . .(îi -l-aA) .Jl 

• « 

' # 

k ^ 


r 

' r’^tlx _ 1 .3.3. . .( 2 / — 1 ) _ 




J 

• O 

y/i*ZrT’ u. 4 .G... 2 t a' 


«1 “ 


f 

* t> 

2 . 4 . 6 . ..aA 

y'T— V> 3..S 7 .. .( 2 * -t - 0 

. 

• 


Ces tleriiières intégrales renlrehl dans deux des préeé- 
denlcs en posant x = sinz ; d’où - = dz. 


\j \ — X 


L’intégrale indéfinie de peut être déterminée 

X "7** I 

en décomposant en fractions simples l’expression J 

dans latpiellc on peut toujours supposer w<^ n. D’après 

cela, si l’on fait i— — a, on obtiendra 

2/1 

y *"* i It ^ r ~ï 

— 00 ** ” L J n8Înrf:T 

n 

On aura encore, en supposant que m et n soient des' 
nombres entiers positifs, tels que m’<^ n, 


r* .f ‘//.r ^ 

• J. 


mr 

n sin 

r n 


* -, ^ ,11 

Si maintenant on pose x“ = z , - ~ n , cette éouation 

■ fl * 

aevieiit I — : 1 /lavant une \aleiir commen- 

I -t- î ■ sinirr - •' 


• , ■> 
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surablu quelconque comprise entre o et i , e} pouvant 
avoir aussi , par conséquent , toute valeur incommcusu- 
rable comprise entre lés mêmes limitas. > 

On trouvera encore, d'après une formule précédem- 
ment démontrée, en supposant n > i , ' * 


i: 


itx 


1.3.5.. :{o.n — 3 J w 


(I-+-J?’)", 


2.4 .6. . .(a/i — 2)2 


11 faut bien remarquer que la formule ( i ) ne subsiste- 
rait plus si la fonction F(x) devenait infinie entre les 
limites de l’intégration. Dans ce cas, la somme des élé- 
ments F' (x) rZr peut être infinie, ou indéterminée. Il 
faudra donc toujom's s’assui’er si F(x) ne devient pas in- 
fini dans cet intervalle, et r'est seulement lorsque cette 
circonstance ne se présentera pas, que l’on pourra direque 
F (x) — F (Xo) est la limite de la somme des éléments 
tels que F' (x) dx. Dans le cas contraire, on partage l’in- 
tégrale en deux autres ayant pour limite commune la 
valeur particulière de x, et l’on examine séparément 
chacune d’elles. 


.Si , par exemple , on cherebe Ç . ^ » la formule ( i ) 

doniiern — , expression qui est négative , taudis 

que tous les éléments sont positifs. Mais — ^ devenant in- 


fini pour x= O, il faut s’assurer si l’intégrale ne le de- 
vient pas aussi. C’est ce qui arrive en efi’et, et la for- 
mule (i) suppose que celle circonstance n’arrive pas. 

Dans le cas actuel , les deux intégrales partielles .sont 
infinies de même signe; par conséquent il n’y a pas iiidé- 
teriuinalion , et l’intégrale demandée est infinie. 

Considérons encoi’c l’inlégrale / .Si les 
■. • -b- J./ 


es deux limites 



I 

1 

« 

d 

d 


la 

la 

T 

sf 

I' 


re 

ce 


in 


nn 

te 

éy 


.’d 

dé, 


la 

les 

Réi 
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soûl ucgalivcs, on a une somme d’élenienls iiégalil's, qui 
seraicut les mêmes, au signe près, que si l’ou prenait ces 
limites positives. Aiusi l’on aura 


C ’'— 

J-a ^ 


= lb—\a: 


il 

a 


Il n’y aurait tie même aucune diflieulté pour deux limites • 
{Kisilives; mais si elles sont des signes dill'ércnts, l’inté- 
grale l.r passant par rinlini , la formule (i) n’est plus 
démontrée; et il y a cela de remarquable, que la somme 
■ des éléments est féedlement indéterminée. ■ ' 

X -*-4 jj. 

— ; partageons-^ 

-a 

la cji deux autres, dont les limites soient — a, — £ft pour 
la première, et -|- ev, -+- A pour la secoude; e étant une 
quantité qui tend vers zéro, et p., v deux nombres eon- 
stants arbitraires. La première intégrale aura pour vajeur ^ 

1 — J et la seconde 1 — -, leur somme sera 1- -f- 1 1 Elle ne 

^ « ÎV V /ï 

miformera plus £, el, par consétpirnt, si l'on fait tendre 
cette (|uantilé vers zéro, on aura pour la somme des deux- 

intégrales, ou pour l’intégrale J* la quantité indéter- 
minée 1 - 1 -1 qui dépend du rapport arbitraire des in- 

tervalles infiniment décroissants cfi, ev. Si on les suppose 
égaux , 1 - devient 1 i ou zéro , et il reste I C’est ce que 

INI. Cauchy appelle la valeur principale de l’intégrale in- 
déterminée. 

2(î3. Lorsque l’on applique l’intégration par parties à 
la transformation des intégrales définies, el qu’on donne 
les mêmes limites aux intégrales, il est facile de voir, en 
général, commeiit doit être déterminée la conslatile. 
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En dlêt, OU a 

Jf{x)(l<f{x) =z/{x)y[.r) — /<f{x)fl/{x). 

Si l'on veut que les intégrales soient prises entre les* 
mêmes limites Xo et X, on commencera par les prendre à 
partir de Xoj mais alors il est nécessaire d’ajouter une 
constante arbitraire à l’iin des membres, ce qui donne 


J /(x)</t(x) = C-(-/(x}ÿ(j:)— y* f{x)<i./{x). 


Pour que cette équation ait lieu en faisant x = Xo, il faut 
que l’on ait C= — f(^o)i rt, par conséquent, 

• X ,.x 


/■ ' /(X) d. y (X) =/( X ) i; ( X ) -/Tx.) ^ (x.) - f ' f ;x; d / (X). 


26i. Si l’on renverse les limites d’une intégrale défi- 
nie, on ne fait que changer son signe; car les accroisse- 
•ments de x changent de signe , et les valeurs absolues des 
, éléments dillérenliels ne changent pas. On a donc 

J' F'x}r/.r = — y* F(x)rêr, 


ce qui s’accorde avec l’expression de l'intégrale définie au 
mo^'cn de la fonction (p {x) dont la dérivée est F (x). F.n 
elfet, on a ' . 

. y*’ F(x)^/x=y(X)— jT — 7 (X), ^ 


expressions égales et de signes contraires. 

265. On peut changer l’iutégrale / F(x') <7x dans la , 


suivante : 


/•' * ' 

I F(.\ .r. — t ) <■('.1 , 


• » 




H 

a 


et 


qu 


= i 

_ s 


Si 

fat 

Cil 

du 
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tlonl les limiles stini les mêmes. En efl'el, les éléments 
qui les composent l’iiiie et l’autre sont les mêmes' en 
ordre ûiverse. En partant de cette remarque, qui est quel- 
quefois utile , on peut, par mie suite d’intégrations par 
parties, obtenir très- simplement la série de Taylor, 
comme on va le voir. * • 

2(>(5. Série fie Taylor. — Soit F [x) une fonction, 
quelconque qui reste continue, ainsi que ses « premières 
dérivées, entre les limitesa* et .r -f- h. On a évidemment 


F(j; -H A) — F(j:) = J F'(j- -t- i) rfî; 
et, d’après ce qui vient d’être dit , 

F'(j: -h z)f/z = J' F ' ( a; A — z)ih: 




X est constant dans cette intégration, r seul varie. 

Intégrant par parties cette dernière expression et celles 
qui s’en déduisent, il vient 

y F'(x~hA — ;)</r == sF' (x A — z) ~t- JsF'*(x~h A — z) dz 
= ;^*(x-^-A— r'-f* h' F” (x-*-A —5} = . . . t 

= - t *)-♦- — F'(jt+A— s)-*-. — F’- •(xxh—i't 

' ' a 1 ,2. . .(« — I) ' 


' 1’ ir“-i 

/ —f, f" (1 + di. 

./ I . J. . .(n — 1) ' 


Si r ou prend les intégrales entre les limites o et h, il 
faudra faire successivement z =. h z = o dans les termes 
en dehors du signe puis retrancher le dernier résultat 
rlu premier, ce qui donnera 

I r'(.T.ttt— F"i»' -1-. . .-t 

' i.a 1,2. . r 


eh - « - . 

/ — 

. 1 . I .i — I 


r ,-h _ 
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don 


F(x-4-A)-F(a:)=jr F'(.V + A - j),/:; 


A* - • 


F(r 4;/.) = yix)+^' {Jr^^-^— F' W4-. . .+ — ■ F«;‘ W ^ 

I /’*' • 

H ï— l-’(r4 fc- l)d;. 


Lorsque le* terme qui renferme l’intégrale définie teiid 
vers zéro à mesure que n augmeute, la série converge 
vers F (,r -(-//) , et devient celle que Taylor a fait con- 
nailre. 

On peut donner une autre forme au terme qui exprime 
l’ciTcur coniniise, en s’arrêtant au terme de rang n. F.ii 
elltl, l’intégrale définie est égale à la somme dos facteurs 
s"~'c/ 2 , multipliée par une valeur movenne entre la plus 
petite et la plus grande de celles <juc prend l’“(x-t-/t — r ) 
(|uand Z passe de o à A ; et comme celte foncliou est sup- 
posée continue dans cet intervalle, celte moyenne est 
l'une des valeui-s que prend — s), pour une 

certaine valeur de z comprise entre o et /i : d'où rcsulle 
aussi pour h — z une valeur comprise entre o et /i , que 
nous représenterons par Oh. Le terme qui complète le 
développement devient donc 


F"(x-|- OA) 

1 . 2 . . .(/I — 1 ) 


i: 


Hz 


ou 


h" 

— + 

J « 


C’est sous cette forme que nous l’avons présentée dans le 
Calcul dilférentiel : 6 est une fonction inconnue de .r, et 
l’on sait seulement quelle a une valeur positive plus 
petite qut‘ Tunilé. 

En prenant la plus petite et la plus grande des valeurs 
de l'’’‘(x) dans riutcrvalle de Xiax-K/t, on aura deux 
limites entre lesquelles sera comprise I eri eur commise eu 


« 


PHKMiÈsr. i'AivTiE. . ■ 

s'aiM’ètant après lermc. L’intc'gralt; définie donne 

la valeur exaclu de celle erreur; mais elle présente la 
diffieidté de rinlégration , et l’on ne peut généralement se 
proposer que delà renfermer entre deux limites connues. 

Différentinlion et intéfjrntion sous le signe f. 

2fi7. iN'uus avons fait connaître ; au commencement de 
ce Cours, les règles pour dilférenticr les fonctions expli- 
cites, ainsi que celles qui sont liées entre elles et avec la 
variable principale par des éijuations dont les deux menî- 
bres sont des fonctions explicites. Nous allons considérer 
une autre espèce de fonction et donnei* le moyen de la 
Jilféreiilicr. 

/•Z 

Soit la fonction « = / F(s,x)r /2 que l’on se pro- 

pose de dilférenticr par rapport à x\ les limites z„,Z, 
pouvant être des fonctions quelconques de x. 

On aura, en considérant celte intégrale comme une 
fonction composée de Zo , Z, x, qui sont toutes des fonc- 
, lions de x, 


f/ii / lin j il: 


fl.z \ il: 

Or on a d'abortl 




/ fia \ rfZ / fia 

.'c/r \ rfa: 


du j 


^=F(Z,x). 


Quant au troisième terme qui est relatif à la sup- 
[Hisition de z„ cl Z constants, il est la limite de 

^ F(i, .r -t- — j' ‘F(t,x)i/z 
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el a pour valeur 


-h h) — K(c, .<■) 


</î. 


I )0IK- 




r/F(s, Jc] 

fix 


(Iz. 


~ J K{ = , x)dz = Y{V., x)-^ - V\z„ x)‘^ 


«Z 


f/F(î,^) 

■ dx 




Un parviendrai! très-simplement à la même rurmule, 
en eunsidérant I intégrale définie eomme représentant 
l'aire d’une courbe. 

8i les limites sont constantes, c’est-à-tllre iiidéjK'ii- 
dantes de .T, on a 


rix 




on voit qu’alors les deux opérations de dillerentiatioii et 
d’intégration peuvent se faire dans un ordre quelconque. 

!208. Si la fonction de x était une intégrale indéfinie 
par rapport à z, on la mettrait sous la forme 

Il — jf F(s, x)dz -f-C, 

(’, étant une foiu'tion quelconque de .»•; d’où 
dii r^d f(z,.r) , dC 

*=j,. + 

On peut donc faire, dans un ordre rpiclcoiique , les 
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deux opérations sur F’ (r , x) , pourvu que les cunstaiitcs 
relatives aux deux intégrations soient liées par la condi- 
tion, que la seconde soit la dérivée de la première par 
rapport à x. 

2l)9. Si au lieu de didérentier ( F'(z, x)clz, on avait 
• Jz, 

à l’inté-grer par rapport à x entre les limites .To, X; z„ 
et Z étant supposées indépendantes dex, on observerait , 
d’après ce qui précède , que , quel que soi t z , 

pi px 

J et j <h J F(z, 

ont la même dérivée par rapport à x ; et comme elles de- 
viennent nulles toutes deux pour x = x„ , elles sont aussi 
égales quel que soit x. L’ordre des- deux opérations est 
donc encore indifl'érent. Tout cela suppose que la fonc- 
tion F(z, x) ne devient ni infinie ni indéterminée, pour 
aucune valeur de x et z comprise entre les limites: si 
cela arrivait, il faudrait un examen particulier dont nous 
nous occuperons tout à l'heure. 

270. Si les deux intégrales étaient indéfinies, la pre- 
mière serait 


r 


F(ï i x)f/z f{x); 

«/ 

en l'intégrant, on trouverait 

X >- P Z ni 

dr I F(î, -f- I ^!x)d.r, 

ce (|u'on peut mettre .sous la forme 

• L. i: F (s , ,r 1 f/i -(-_/( î j -t- /I ( .r) , 
et l’on trouverait un résultat identique en intégrant en 
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ordre inverse; les fondions /'el /i pouvant toujours être 
regardées comme les mêmes dans les deux cas, puis- 
tpi’ellcs sont entièrement arbitraires. 

271. Intégrales définies singulières. — M. Cauchy a 
désigné sous ce nom, des intégrales prises" entre des li- 
mites qui se rapprochent iudéGnijncnt d'une valeur parti- 
culière de la variable, qui rend la fonction infinie. 

Par exemple, si l'on suppose F [a) infinie, l’intégrale 



F (x) dx sera une intégrale définie singulière , si 


£ tend vers zéro, ft étant un nombre fini quelconque. 
Ou peut mettre la fonction dilférentielle sous la forme 


(x — rt) F (x) - — et si l'on désigne par ? une valeur 
moyenne entre a — e et o — u£ , l'intégrale sera égale à 



(,-o)F(ç)lp. 


Si — a) F (^) a une limite dilférente de zéro quand ^ 
tend vers a, l’intégrale définie singulière aura une valeur 
déterminée en même temps que p. Nous allons voir .à 
quoi cette considération peut être utile dans la détermi- 
nation des intégrales définies. 

272. Cas où la fonction sous le signe f passe par 
l’infini. — Si une valeur x = a rend F (x) infinie, et se 

trouve comprise dans les limites de l’intégrale I F (.r) </x, 

J « 

V {x)dx, puis I F ( X ) f/x ; 

on les ajoutera, puis on fera tendre e vers zéro : la limite 
est ce que M. Cauchy nomme la valeur prinçipale de 
l'intégrale. On pourra avoir une valeur dillérentc si l’on 
cherche la limite de la somme des deux intégrales sui- 


C'oogit 


vailles : 


l'RKHIKIIK PARTIK. ^^1 

— nfi 

V{x)(lx, I ¥(x)f/x, 

K */ a -t- vc 

e tendant toujours vers zéro, et les nombres fx, v étant 
diHérentsj car il y aurait, de plus, les deux intégrales 

•— 'u« /»fl*+-e 

F (j:) <4r, et / F 

*1 f */ a-h VS 

Et si leur somme ne tend pas vers zéro avec s , on aura 
une valeur difrérente de la première, que nous avons 
nommée valeur prineipale; mais il est évident que cela 

n’arrivera jamais lorsque les intégrales C F(.r)r/z, 
J* F(x)/ilr seront finies. Or les deux dernières intégrales 

définies singulières ont pour limite de leur somme Kl -i 

K étant la limite de (x — a) b' (x) quand x tend vers a , 
et supposée de même signe quand x est a , ou > a 
(le cas contraire n’oÛre, au reste, rien d’embarrassant). 

Si donc K n’est pas nul , l’intégrale J" fia: est indé- 

terminée; mais sa valeur principale est déterminée, soit 
finie , soit infinie. 

Si K est nul , on ne peut pas dire que Kl - soit néces- 
sairement nul, puisque F- peut être infini . 

Par exemple, si v = e, 1 - est infini , et la seconde in- 

a -+~ f* 

Ainsi , I j!f. =1 ( 1 H- J— V et si V = E , on a 1 2 . 

«/•' .r 1 X ' ** / . 
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Mais dans <‘ft aiitiv exemple / on a 1 v, ou 

-Jt V*' V? 

1 V, ■ étant un intermédiaire entre t et v-; de sorte 
que I = Kvj et K ^ I : par là 1 v devient vKe 1 . v. 

Mais on sait que \'V 1 v est nul pour v = o-, donc 

est nul , comme d’ailleurs on l'aurait vu en elTectuant l’in- 
tégration. 

273. .Si l’on suppose une des limites infînie, on aura 

I 

à considérer l’intégrale I F (,r) ilx ; et pour que l’inlé- 



grale proposée soit finie, il raudra que celle-ci tende ver.s 
zéro avec £ , quelque petit que soit u : il faudra donc que 

tende vers zéro quel que soit p, K 

étant I . 


.Soit F (xl = 


Ax" 


— ; F pourra être remplace 


par ^ (Rus)""'”, et il faudra que as""'" ' I u. tende vei"s 

zéro, ce qui exige rn -i- i ; et cela est suflisant. 

On pourra ainsi , au moyen des intégrales définies sin- 
gulières, reconnaiti-e si les intégrales chercliécs devien- 
nent infinies ou indéterminées quand une valeur de x 
rend la fonction donnée inflnie, ou quand une des limites 
est infinie. 

274’. On peut encore reconnaitre si une intégrale est 
finie, lorsque sa dérivée devient infinie pour une Taleur 
particulière de .r , on la comparant à une autre plus 
simple, pour laquelle il n’y ait pas d’incertitude, et telle 
que les deux dérivées aient un rapport fini pour cette 
valeur particulière: les deux intégrales seront en meme 
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3.73 


■ et 


temps finies ou infinies. Par exemple / 

^ J, 

J'^ ^ seront dans ce cas. Le rapport des dérivées, 

e-'-l-x", devient i pour j: = o : or la seconde est finie si 
m<C, 1 1 et infinie si m = i , ou m i ; il en est donc de 
même de la première. 

275. Application des principes précédents à la re- 
cherche d'intégrales définies. — En partant d’intégrales 
définies connues, et les difierentiant ou intégrant par 
rapport à une constante , on obtient la valeur de nouvelles 
intégrales. 

Ainsi 


i: 


dx TT 

X * -f- a 


difierentiant n fois par rapport à a, on obtient 


d'e 


X 

X' 


, r.3.5...(2/ï — i)7T 

: : dx = i 

(,r> -H «)"•*" • - . 1 2 


’ d.v I . 3 . 5 . . . ( 2 /t — I ) ir 

+ 2.4.6... 2/J ^ 


276. Si l'on considère cette autre intégrale, 


X' 


e °‘dx ~ -1 
a 


et qu’on différentie n — 1 fois par rapport à a, on ob- 
tient 

** »-i -tij 1 . 2 . 3. ..(/J — i) 

j.n-1 e~*^dx = r-i 

J <3 , 

2 ' édit. 18 


x: 
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Si l’on désigne, en général, par T (p) l’inlégiale 


jcr-' e~‘ dx, 

quelque valeur positive qu’ait p, on aura, pour toute va- 
leur entière et positive de cette constante, 

r(p)= i.2.3...(p— i), 

et, pour toute valeur positive de />, 

. •’(A') 

xP-'e •’dx = ~-- 
aP 

/ ' f,as 

e“'(ix = t-C, 

on obtient cette intégrale indéfinie , 




/ 


x" e“ dx ■. 


rf".- 


da" 


-h C 


277. Si l’on part de l’intégrale | x"‘ dx : 


m -H I 


et 


" Jo 

qu’on intègre ses deux membres par rapport à m entre 
deux valeurs p et v, on obtient 


i: 


r''— . 

Ix 


dx — 1 




V -H I 


et l’on ne saurait donner l’expression de l’intégrale in- 
définie. 

278. Si l’on intègre par rapport à a, entre deux 
limites quelconques b et c, les deux membres de l’é- 
quation 

/’* I 

I c~'^dx =2 - , 

Jo « 


Digitized by Google 


on obtient 
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ff-** — e~" e 

X ^ b 




cosajcdx = 


a 

a>’ 


on obtient de même 


1 I c>-f-a’ 

2 i'-f- a> 

271). De même l’équation 


/■ 


- cos dxdx = 


donne 



$inaX66r =: 


a. 

n’ + a’ 


275 



c-*-' . c b 

sin ttxdx = arc tang arc tang — 


Si , dans cette dernière formule , on fait b = o , c = 00 , 
on obtient la suivante , qui est souvent utile ; 



sin oixJx 

X 


■n /’ * sin eux , 

OU / — - ■ - dx 7T . 

f J _ X 


Atilves fjiocédés pom lu détcvminalion d intégrales 
définies. 

280. On ramène queli[uefois une intégrale définie 
simple à une intégrale définie double , parce que l’indé- 
pendance des deux variables peut conduire à des sinipli- 

ce 

cations. Soit pai; exemple / a~^'dx. Elle est identique 

18 . 
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X co 

. Si on les multiplie, on aura le earré tic 
l’expression rherchée. Or on p<;ut ronsidérer le produit 

J ^QO n QO 

c~’'dx I c~''fly, comme obtenu en multipliant 
O Jo 

chaque élément e~*’ tir de la première par la seconde; 
et, dans cette dernière, on peut poser j = xt , x res- 
tant constamment le même que dans l’élément e~^' tix. 
Rien ne sera changé par là , quoique x s’introduise dans 

00 

xe~^''' rit. Si l’on 

0 

pouvait former cette dernière expression en x, en la mul- 
tipliant par c~^’dx, on aurait un élément qui, intégré 
entre o et oo , donnerait identiquement le produit des 
deux intégrales. Mais dans cette intégration, par rapport 
à /, le facteur constant e~‘"' dx peut être introduit sous 
le signe /, et l'on voit qu’on aura à intégrer l’expression 
xe~‘'’' (Lcdt , ou xe~r' tixdc , 

d’abord par rapport à t, puis par rapport à x, ces deux 
variables étant indépendantes. 

Or on sait que ces deux intégrations peuvent se faire 
dans un ordre inverse, sans que le résultat soit changé; 
et, de cette manière , l’opération pourra s’effectuer. 

En efl’et , 


/■ 


xe > dx z= 


2( I H-r') 


et 


dt _s 

Jo 


Donc 


J f-*’rfx=^) ou j" K-’' dx = \jlT -, 


d'où , changeant .r en m.r. 


/: 


e-«'‘'dx= 
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281. Celle intégrale importanle peut encore s’oblenir 
par le procédé suivant qui se trouve dans la Mécanique 
de Poisson. 


j /» » 

I e~^ ' ’ dydx repré- 

O J O 

sente le quart du volume du solide compris entre le plan 
XY et la surface dont l’équation est z =■ et qui 

est engendrée par la révolution de la courbe dont l’équa- 
tion est Z autour de l’axe des z. Or, si l’on dé- 

compose ce volume au moyen de surfaces cylindriques 
infiniment voisines, et de révolution autour do l’axe des z , 
l’expression du volume compris entre les deux surfaces 
dont les rayons sont .r, et x-f-dLr, sera nixe~^' dx \ 
son intégrale est — Jte"'*’, et l’on aura le volume entier du 
solide, en la prenant entre les limites o et oo , ce qui 
donne tt. Si l’on en prend le quart , puis la racine carrée , 
on aura 



et , par suite. 



282. Le passage des quantités réelles aux quantités 
imaginaires, fait avec la rigueur convenable, peut encore 
conduire à la détermination de nouvelles intégrales. F.n 
effet, on lire de la formule précédente, en changeant x 
en X 4- « , 
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278 

Posons a ■= a ^ — i; il vient, en observant que 

gt.aV-i _|_ = 2 C0S2OJ:, 


d’où 




f 


e—*' eos 7.axdx, 

’ J sjr 

e~‘ cosaaxrtrrr — , 


OU , en changeant x en mx et ani en ii . 



cos 7.nxdx = 


y'"- 

2m 


n' 


La substitution de o \/ — 1 à a n'a pas altéré l’équation, 
parce que les deux membres pouvaient être développés 
en séries convergentes par rapport à a, et que, par consé- 
quent, les coefficients des mêmes puissances de a étaient 
nécessairement les mêmes de part et d’autre. Or, comme 
ils ne changent pas , quelque expressiou que l’on substitue 
à a, l’identité a toujours lieu; et c'est pour cela qu’en 
lui subsituaiit a — i , elle existe encore. 

283. En partant des valeurs de deux intégrales définies 
que nous avons données précédemment, on peut parvenir 
à l’expression donnée par Wallis, du rapport de la cir- 
conférence au diamètre. 

Ces deux formules sont 


X 

X 


1 

2.4-f>- • -ZA 

y / 1 — x’ 

,3.5.7. . .(2A -t- 

X dx 

I .3. . .( 2 / — I ) r 

V 1 — X ’ 

2 . 4 . . • zA 2 


Lorsque A croit indéfiniment, elles tendent toutes les 
deux vers zéro , comme on peut s’en assurer en renversant 
les fractions, qui deviennent évidemment infinies avec A; 
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c-ar la première devient ainsi 

(' ^î) (' (' 

et ce produit surpasse 9^^' croît iti- 

déGniment avec k. Il en serait de même pour la seconde. 
Mais le rapport de ces intégrales a pour limite l’unité. 

En elFet, si l'on considère deux valeurs consé<’utives 
de Ar, les valeurs correspondantes de l'une quelconque 
des deux intégrales ont un rapport tpii tend indéGniment 
vers l’unité, à mesure que k augmente. Or, si l’on prend 
l'exposant de x dans l’autre intégrale, compris entre les 
deux valeurs de l’exposant de la première, il est clair que 
la valeur de la seconde intégrale sera comprise entre l(!s 
deux consécutives de la première, et que son rapport avec 
chacune d’elles tendra vers l'unité, comme le rapport 
qu’elles ont l’une avec l’autre. 

On peut encore s’en assurer par la considération sui- 
vante, dont on trouve de frequentes applications. 

Lorsque k est très-grand, le numérateur est sensible- 
ment nul, tant que ,r n’est pas très-voisin de l’unité; le 
dénoniinaleur restant alors Gni , la partie de l'intégrale 
prise depuis zéro jusqu’.à une valeur i — a, a étant un« 
quantité Gxe aussi petite que l’on voudra, est très-petite 
par rapport au reste de l’intégrale; et le rapport de ces 
deux parties tend vers zéro en même temps que k aug- 
mente, a restant constant (*). Pour comparer les deux 

{*) On n , en cfTet , 

r * “ X’* dx 

x-dr 

// éUnl compris cnirc o cl i 



— *, ei y mire I — cl ij tl'oû il rc- 
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intégrales en question, lorsque k augmente indéfiniment, 
il suffit donc de prendre le rapport des parties de ces inté- 
grales relatives aux limites i — a et i , puis de supposer 
que a diminue de plus en plus. Or le rapport des diffé- 
rentielles est X, et, par conséquent, le rapport des par- 
ties que nous considérons des intégrales est une moyenne 
entre les valeurs extrêmes de x, qui sont i — « et i . Ce 
rapport a donc pour limite i ; et il eu est de même du 
rapport des intégrales entières, puisqu’on n’eu a négligé 
qu’une partie infiniment petite par rapport à elles-mêmes. 

On a donc 

TT 3.3 . 5. 5 . . .(aX — i)(2/i — |)(?./ -Hi) _ 

2 2.2 4 2 X. 2 X ’ 

d’où 

jr 2 . 4 -4 ' fi'fi- ^ ' 

4 3. 3. 5. 5. 7 . 7 . 9 . . . 

11 est facile de voii’ que l'on aura un résultat trop faible 
ou trop fort , suivant que l’on prendra un nombre impair 
ou un nombre pair de facteurs aux deux ttn-mes de cette 
fraction. 

Nous parlerons plus tard d'une méthode générale, qui 
consiste à ramener la détermination des intégrales dé- 
finies à l’intégration d’équations différentielles relatives 
aux constantes qui se trouvent sous le signe de l’inté- 
gration. 


bulte 

I ^ I 

I — y * ^ 1 -- * 

Le rajipurt de U seconde iiilégrale à la première est donc plus grand 
que 

1^, — «J " + • *■ 

U croit donc iDliniiuent avec n y quelque petit que soit x. 
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Intéjration des diJférerUielles (jui rcnfernienl plusieurs 
\ >n lia blés i ndépendantes. 

28 t. Nous n’avons considéré jusqu'ici que les dilFéren- 
ticllcs qui ne renferment qu’une seule variable et qui sont, 
par conséquent, de la forme F(a:)dLr5 nous allons exa- 
miner maintenant celles qui rcnfermcntplusieurs variables 
indépendantes, et nous proposer de déterminer, s’il est 
possible, la fonction de ces variables qui a pour dilféren- 
tiellc totale l’expression donnée. 

Considérons d’abord deux variables x, jr, et soit pro- 
posé d’intégrer l’expression 

M(ir -+- 

dans laquelle on a 

M = /), N J"). 

On observera d'abord qu’il n’eXiste pas toujours une 

fonction de x et j" dont elle soit la diHérentielle ; car, si 

l’on désigne par «une pareille fonction, on devra avoir 

,, du ... du d^it d^u - , 

M = —1 = -r-; et comme = -, — il faudra 

«or djr tlxdy dydx 

qu’on ait • Si donc les fonctions M, N ne satis- 

' dy dx 

font pas à cette identité, il n’existera aucune fonction 
dexet_y qui ait pour différentielle l’expression donnée. 
Mais nous allons voir que, si cette condition est remplie, 
la fonction cherchée existe nécessairement, et que sa dé- 
termination se ramène toujours à des quadratures. 

On remarquera d’abord que cette fonction, devant avoir 
M pour dérivée partielle par rapport à .r, doit être ren- 
fermée dans l’intégrale indéfinie de M^.r par rapport à .r, 
y étant considérée comme une constante. Elle est donc 
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comprise dans l'exprossion 


I’""' 


.»■ -f- \ , V étant une 


fonction arbitraire de } . 

Il reste à déterminer cette fonction de manière que la 
dérivée partielle par rapport àj soit N. Or cette dérivée 
est 

rfV 


, d\ rfV 

ilx H . OU I ri.r -+- — 1 

'h J J, '/-r dy 


r'dM 

A 

OU enliti 

j) — + 

Il est donc nécessaire et sullisani que l'on ait 


dV 


r/V 

Wr 


r ) = O. 



-(-c. 


11 existe donc nécessairement une fonction de x et j, dont 
l'expression donnée est la dilférentielle; et la valeur la 
plus générale de cette fonction u est 


“= f f J 

C étant une constante arbitraire. 

28o. Il n’y a pas plus de difficulté dans le cas où le 
nombre des variables indépendantes est plus grand. Soit , 
par exemple , 

Mf/x -f- No[>' -h Pdz 

et 

M = ÿ(x,j, j), N=|(j,.r, s), P = x(J^. .i , i). 

11 faudra d’abord que iM, N, P satisfassent aux conditions 
indispensables 

rfM_rfN dM_dP d!^__dP 

riy fiæ f!z tix dz dy 
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Cela ëlaiil , la fonction cherchée sera nécessairement com- 
prise dans la formule / M/7.r-t-V, V étant une fonction 

arbitraire de ^ et z, qu'il faut déterminer par la condi- 
tion, que les dérivées partielles del’expression précédente, 
par rapport à y et z, soient respectivement N et P. 

On aura donc 






rfP , , (IV 


Il est donc nécessaire et suffisant (pe la fonction \ satis- 
fasse aux deux conditions 


^ = *). -57 = *), 

ce qui rentre dans la question précédente. On aura donc 

v = r r. f z(’^oO'.. + 

*o', •/«. 

La fonction dont la dilférenticlle est l'expression don- 
née, existe donc lorsque les trois conditions ci-dessus ont 
lieu; et, si ou la désigne par u, on aura 

X X pjr pz 

if{x,jr, î)*-t-J ^(x„ y,z)dy j x{x„ y„ z)tlz + C, 


C étant une constante arbitraire. 

Il est facile de voir que le cas de m variables se ra- 
mène de la même manière au cas de m — i , pourvu que 
les coefficients satisfassent aux conditions qui expriment 
que les coefficients différentiels du second ordre de la ' 
fonction cherchée, pris de toutes les manières possibles 
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par rapport à deux variables dilVéreiiles, sont indépen- 
dants de l’ordre des ditrércnliations. Donc le problème 
est toujours possible lorsque ees conditions sont remplies, 
et il est toujours ramené à de simples quadratures. 

ArPLlCATIÜîiS Gé.O.MÉTlllQl ES Dt CALCIL 1>TÉGIIAI.. 

! 28 (î . I.es méthodes exposées juscju'ici ont pour objet 
de faire <^onnaitre une fonction, quand on a l’expression 
de sa dilVérentielle ou de sa dérivée. On aura donc ramené 
immédiatement à ces méthodes la résolution de toute 
question où il s’agira de déterminer uue fonction d’une 
seule variable, lorsque l’on aura pu parvenir à counaitre 
l’expression générale de sa dilVérentielle. Or cette expi'es- 
sion est beaucoup plus facile à déterminer que celle de 
la fonction elle-même; car, en vertu du principe fonda- 
mental c|ue nous avons démontré dans le Calcul dill’éren- 
ticl, on peut négliger toute quantité inGniment petite 
par rapport à la dillcrentielle que l’on vent calculer, et 
il n’en résulte aucune erreur soit dans la dérivée qui est 
la limite d’un rapport, soit dans l’intégrale qui peut être 
considérée comme la limite d’une somme d’infiuiment 
petits. Par ce moyen, on peut se débarrasser de la partie 
des accroissements des fonctions qui rend leur expres- 
sion aussi difficile à former que celle des fonctions 
même; et il suffit toujours de s’assurer que la partie qu’on 
néglige est inGniment petite par rapport à la dilVércn- 
tielle, ou à l’accroissement lui-même. Dans ce peu de 
mots se trouve renfermée toute la métaphysique du cal- 
cul infinitésimal. Elle est, comme on le voit, hicn simple 
et bien élémentaire, et toutes les théories que nous 
allons exposer olli i font la reproduction constante de cette 
idée générale. 
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Qiitiilratiirf des surfaces fdaites. 

287. L’aire comprise entre les deux ordonnées MP, jVQ 
{fig. 17 ), l’an' de courbe MjN et l’axe des x est une 
fonction de l’abscisse extrême AQ = .r dont l’accrois- 
sement relatif à l’accroissement QS de x est la figure 
NRSQ. 

L’aire de cette figure serait aussi difficile à calculer que 
MNQP, puisque la difficulté provient de la partie curvi- 
ligne du périmètre. 

Mais, si l’on mène par le point N une parallèle NK. à 
l’axe des x, la partie NTIK de la figure pourra être sup- 
prfmée comme étant infiniment petite par rapport à 
NRSQ. En dl’et, si l’on mène RIV' parallèle à QS, 
NN'RK sera plus grand que NUK, et son rapport avec 
N'KSQ, qui est plus petit que NRSQ, tend vers zéro à 
mesure que QS diminue, puisque ce rapport est le même 
que celui de NN' à NQ. Par ce moyen , on a donc débar- 
rassé l’aceroissement de l’aire, de la partie qui en rendait 
le calcul difficile; et la limite de son rapport à l’accroisse- 
ment de l’abscisse n’est nullement altérée. Le calcul de 
cette limite, ou de la dérivée de l’aire, est donc devenu 
plus simple, sans rien perdre de sa rigueur. 

Si les axes des coordonnées sont rectangulaires, la 
figure NRSQ est égale à NQ X QS, et la limite de son 
rapport avec QS est NQ ou y. La dérivée de l’aire est 
donc Y, et sa dill’ércntielle j^/.r. 

Si les axes font entre eux un angle 0, l’expression de 
la dift'érentielle sera j sinOdx. 

L’aire comprise entre les deux ordonnées relatives aux 
abscisses Xo et x peut donc être représentée, dans le pre- 

I ydx, et, dans le second, par sin5 

T. 
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L’équalion «le la courbe donne >' eu lonctioii de x, et la 
quadrature de la surface en question est ramenée à une 
intégration. C’est pour cela que l’on désigne souvent par 
le mot quadrature l’opération du calcul intégral par la- 
«ptelle on remonte de la dillérentiellc d’une fonction à 
une seule variable, à celte fonction même. 

Si l’aire à «alculer était comprise entre deux ordon- 
nées et deux arcs de courbe, l’expression de sa diffé- 
rentielle serait (Y — y)dx^ en désignant par Y et les 
fonctions de x qui représentent l’ordonnée de chacune 
«les deux courbes. Si la nature de l’une ou de l’autre de 
ces courbes changeait dans l'intervalle compris entre les 
limites, il faudrait partager cet intervalle en plusieurs 
autres, dont les limites seraient les diverses valeurs de x 
où s’opéraient ces changemenls. 

Si la courbe est donnée par une équation entre des 
coordonnées polaires 0 et r, l’aire que l’on cherche à 
évaluer est celle de la ligure comprise entre deux rayons 
vecteurs et l’arc de la courbe. Sa dilVérenlielle est, comme 

nous l’avons déjà vu, Bonc l’aire comprise entre les 


deux rayons correspondants aux angles , 0 aura pour 
expression^ I r*c/0, /-désignant la fotiction de 0 tirée 

Jo, 

de l’équation de la courbe. 

Si la surface à évaluer était comprise entre deux 
rayons vecteurs et deux courbes, sa différentielle serait 


(r’-r'’) 


do, r et r' désignant les rayons vecteurs des 


deux courbes, relatifs à une môme valeur de 0; l’aire cher- 


chée serait donc exprimée par ~ f (/■’ — /■'*) dd, r et r' 

Jo. 

étant des fonctions connues de 0, déduites des équations 
des deux «-ourbes. 
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288. Paraboles. — Proposons-nous d’abord de cal- 
culer l'aire des paraboles renfermées dans l’équation gé- 
nérale 

y’'. =: />x", 


m et n étant positifs; on aura 

; 

* ü 1 r. 

J ydx = r"Vx = P ^ 


c. 


Si l’on prend l’aire à partir de x = o, on aura C = o, et 
l’aire terminée à l’ordonnée relative à une valeur quel- 
conque de X aura pour expression 


mp 


ou 


mxp 
m -+■ Il 


l.a partie du rectangle xj" qui reste, après avoir retran- 

tlié celle-ci, est — donc l’arc de la courbe divise le 
m -f- n 

rectangle xy dans le rapport constant de m : n. 

Réciproquement, la courbe qui jouirait de cette pro- 
priété ne saurait avoir une équation d’une autre forme 
que la proposée. En effet, si l’on désigne par j l’ordonnée 
inconnue de cette courbe, on devra avoir 


J ydx l xjr — J y tlx m n , il’où (m -(- n) J yilx = mxy ; 


et, en différentiant , 


, , ,, , ""h ’»lx 

nyax = mxdy, u ou = ; 

par suite, 

m \ y = n\x , 

en désignant parlC une constante arbitraire. Cette der- 
nière équation donne j""* = (ix"; en donnant toutes les 
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valeurs possibles à la constante C, on aura toutes les 
courbes qui jouissent de la propriété demandée. 

289. Hyperboles. — Considérons maintenant l’équa- 
tion générale y^x" = a des hyperboles qui ont pour 
asymptotes les axes des coordonnées ; on aura 


/- 


ydx = a 





n 

h I 

m 


-l-C. 


Soit d’abord n<^m, et supposons que l’aire commence 
à l’axe des y; on aura C = o, et l’aire aura pour ex- 
pression 

I n 

-f - I 

ma"' X mxy 

, ou — 

m — n m — n 


On voit que sa valeur est finie, quoiqu'elle s’étende in- 
définiment dans le sens des y, puisque l’axe des _y est 
asymptote de la courbe. Cette valeur est plus grande 
que le rectangle xy ; si l'on retranche ce rectangle , il 

reste et les deux aires .sont encore dans le rapport 

m — n ' ‘ 

constant de m i n. 

Réciproquement, en partant de cette propriété, on re- 
trouvera une équation de même forme que la proposée. 
En elfet, on aui a * 


fydx ; f ydx — xy :: m : n, d’ofi (m — n) fydx = mxy, 
et, par suite, 

donc 


nydx = rnxdy. 


nidy ndx , , « 

— - 1 m]y= — /ilx-t-I.C, 

X ^ 

C étant une constante arbitraire. On en déduit immédia- 
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temeni y"‘ =-C j:“" ou y'".r'' = C, équalion de même 
forme que la proposée. 


L’aire 


nifi X 


flevicnl luHiiie avec x. 


.\insi l’aire comptée à partir d’une ordonnée arbi- 
traire, et prolongée indéfiniment ver» l’une des deux 
asymptotes, est finie ou infinie, suivant que la coordonnée 
comptée sur cette asymptote a le plus geand ou le plus 
petit exposant dans l’équatiou. 

Si l’on avait on arriverait à la même conclu- 

sion. Si l’on avait m = n, l’équation serait de la forme 
xy = p', et représenterait une hyperbole équilatère, 
, puisque les axes sont rectangulaires. On aurait alors 

J’ydx = (>' — =p^ \ X -y C. 

Si l’on voulait que faire commençât à l’axe des xfla 
constante C serait infinie; ce qui fait voir que l’aire 
coliiprise entre une ordonnée quelconque et f axe des y 
est infinie. > , 

Si 011 la fait commencera l’abscisse .r„, on aura 

C = — /j’ I J,, 

et faire aura pour expression 



Si l’on suppose .r» =/>, faire commencera à l’ordonnée 
menée par le sommet de l’hyperbole; et , si l’on prend p 
pour unité , sou expression sera 1 x. C’est cette propriété 
qui a fait donner aux logarithmes népériens le nom de 
logarithmes hyperboliques. 

a* édit. ig 


» 
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%X). Ellipse. — Soit l’équation de l’ellipse 
n’_r’ -1- é’x’ = fl’i’, ou jr = -^n^- 


on aura 


^ydx=: - ^djeyja' — a:’- 
Or, en intégrant par parties, on trouve 

/* ijc J — x’ = x -H Ç — " ■ — . 

J * .• J a' — J'’ ' 

Mais 

I ■- I ' ' — = — I drva' — X* 4-« ' arc sin 

en substituant, il vient 

— x’ = *y^a’ — a: ’ 4 - rt “ arc sin J' lx\a^ — 

Réunissant- les deux intégrales , que l’on supposera prises 
à partir de la même limite, et ajoutant une constante 
arbitraire, il vient, en divisant par a, puis multipliant 
b 

par-. 


b r •! bx^a’ — x’ ab . x 

- \ HxsJ a' — x' — — 1 arc sin - -H- C. 

n J fo 2 a 


Si l’on veut que l’aire eommence à l’axe des j^j Od aura 
C = O. Si l’on fait ensuite x = ft, on aura pour la 

valeur du quart de l’ellipse. L’aire de l’ellipae. entière est 
donc elle devient n«’, si 6 = a. 
bx^tT^- 


Le terme 


— étant équivalent à — mesure le 
aa * a • 

triangle dont les côtés sont x et.j'; par conséquent , le 
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t«*rmc — arcsiiiî mesure le reste de l’aire .•c’est-à-ilire le 

3 « 

secteur formé par l’axe des l’arc de l’ellipse et le rayon 
mené du centre à l’extrémité de cet arc. 

291 . Hyperbole. — Soit maintenant l’équation de, 
l’hyperbole 


— b'x' z= — Ou y.z=-^x^ — a’ 


011 aura 




Et J si l’on suit la même marche que pour l’ellipse, on 
trouvera • 




bx J x' — a’ ab,, , 

rdx = — — l(a: 4- y — a’) 4- C; 

an 2 ^ ’ 


si l’on veut faire commencer l’aire au sommet, son ex- 
pression devr^ètre nulle pour jr = a , d’où C = ^ 1 a , cl 
l’aire aura pour valeur 


bx Jx’ — a ’ ab ,x -i- J x’ — a’ 

— I 1 1 î 

2 a 2 a 


J.e premier terme étant égal à on en conclut que 


ab.x+Jx' — a* ,, • j . 

— 1 est I expression du secteur compris 

^ * 

entre l’axe transverse, l’arc de^l’hyperbole et le rayon 
mené du centre à l’extrémité de cet arc. 

292. Cycloïde. — Considérons maintenaht la cycloïde 
rapportée à son sommet A {Jig. i8); son équation diffé- 
rentielle sera 


^ — 1 / y 

dx y 2a — y' 


. '9- 
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2a étant le diamètre AH <lu rercle jçènéralriir. J/aiitr AMP 
a ]>ouï' expression 

y fl.r, on / <Vr \/ 2«r — ^ 

O «/u 

elle est donc identique avec l’aire AQN relativement au 
cercle générateur. 

L’aire totale ADK est donc égale à la moitié de celle 
du cercle, ainsi que l'aire symétrique CHA ; et , comme le 
rectangle (iHKüC est égal à l’aire sera égale 

à 37Ta’, ou au triple du cercle générateur. 

Quant à rcxprcsfîion de l'intégrale 




I rfi v' — r’j 
oti observera qu’elle est identique avec 
Çtly \l a' — (/ — ; 


.f 


elle rentre donc dans celle que nous avons calculée dans 
le cas de l’ellipse, en y cliangeanla: en r — n. Ainsi l’on 
aura 


/ 


J / : iX — — y’ n' . y — a „ 

dy\/ v.ny — y’=zi— ^ 1 arcsin"^ h C. 


Si l’on prend l’intégrale à partir de ^ = 0 . on aura 


et,- si l’on prend pour seconde limite y = ao , la valeur de 
l'aire sera 


i-ontme nous l’avions déjà reconnu. 
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'■Ml. Si>in tic logarilhniitjuc. — J.\’’ijiialioii de relie 
rourbr est, en coordonnées polaires, ;-=Ae‘’*'; l’aire 
comprise enlrc deux rayons vecteurs correspoudanls aux 
angles 5o cl 0 aura donc pour expression 


l' 

- Jo, 








en désignant par r„ et ;• les valeurs exii-èmes du rayon 
vecteur. 

Si l’on part de /'o = O, c'est-à-dire si l'on cherelie la 
limite de l'aire comprise entre le rayon lixe r et un autre 
rayon dont l'extrémité tend vers le pôle, tandis que sa 
direction tourne indénniment autour de ce point asyinp- 

lote, on trouvera sim|)lcmcnt 7 -- Celle aire croit donc 

‘ 4" 

comme le carré du rayon vecteur. 


• Rcclificitlion des courbes. 

29 1 , .Nous avons démontré, dans le Calcul dilléreiiliel , 
que la dilléreuticlle d’un arc de courbe plane ou à double 
courbure est , dans le premier eas , dx * -(- /(y ’, et , dans 
le second, d.r* -t- dy' 4 - c/z*, en supposant les axes rec- 
tangulaires. Lorsque les axes font entre eux des angles 
quelconques, on sait quels termes il faut ajoqter sous le 
radical; maison suppose ordinaireiuent ces angles droits. 
L’arc dont les extrémités correspondent aux abscisses .r„ 
et .r aura donc pour expression, dans le premier cas. 


r 


\ i/r’ -P (/(■’, 
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et, dans le second, 


r 


d.c * -4- r/r * -i- *• 


Si la courbe plane était rapportée à des coordonnées 
polaires, nous avons vu que la diflerenticllc de sa lon- 
gueur aurait pour expression 

y H- rV/4 ■ 

et sa longueur serait, par conséquent, t^^riméc par 


/' 


y' rfr’ + /-V/9 


6, et ô étant des valeurs extrêmes de l'angle 0. 

295. Parabole. — Soit d’abord la parabole avant pour 
équation 

ytl]r 


— ipx y d’oii ydy=pilx, ilx — i, 


on aura 


dx = tir ^ I -f- 


La longueur de l’arc dont les extrémités correspondent 
à et V aura donc pour expression ' 

P d -V 

f. 

Si l’on veut faire commencer l’are au sommet, on aura 

C=z—p^\p, 

et l'expression de cet arc sera 

i.p 1 P 

21Hi. Ellipse. — L'équation de l’ellipsi' 

« ’ -t- h^x' 
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dx a^y 


' ! (i-t. J» 

<h = V '/•r ’ -I- i/r’ = f/x w J 


en désignant \[a' — i* par «e. 

L’abscisse .r étant toujours moindre que a, on peut 
poser 


X — a sinf. 


<lx =: a coSf(/f, ds — adif ^ i — c’ sin’ÿ. 

Pour intégrer cette expression , on développera le radical 
en série, ce qui est permis, puisque le second terflie est 
plus petit qite le premier. On aura ainsi 

(I — c' sin ’ e) ’ = i — i«’ »in ’ » ■— Lllr* jjn * p — .. — ' ' • •» 

et, par suite , 

Cette série sera d'autant plus convergente que l’excentri- 
cité e sera plus petite. Si l’ôu intègre à. partir de = o, 
on aura 

, rosp r . ' 3/n— I . , (2/n— l) (3/n— 3).. .3 , 1 

•in«“p<fp= ï »in>"-'p-/ •in*”-’p-t-...-V -7 I 

~ ^ 3n/ L '^ 2*1 ^ (am— 2 ) (am — 

(am— i)...3.i 


et , si l'on prend pour seconde limite (f = -, on aura pour 
l’expression du quart du périmètre de l'ellipse, 

Si e = O, l’ellipse devJcnt le cercle dont le rayon est <i, 
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i‘l l’cxpri-ssioii pi'écédciile se réduit ;'i <jui est, en 

effet, le quart de la circonférence. 

297. Hyperbole. — 1, 'équation de l'iiyperbole 


donne 


a' y' — i’a:' = — a‘b'. 


dy A’x . — . /c^x- — n’ 

— = — — ) <ls — dx’ -y dy' =z <lx K/ - —s 

dx a' y y x' — a' 


en posant 


y/n’ -f- b' z=. Ile. 


Les valeurs de x étant toujours plus grandes que n . on 


“ 17 

posera .T = 1 et 1 on aura 

• COSf 


âs — ae 


S’ÿV 


Si l’on développe (,'n série le radical, et qu’on Intègre à 
partir de (p = o qui correspond à .r = a, on aura 


X ? d‘r r I CO& * I . I C 08 * O 

— r~\' 7 — ^ 

cos* ç> L a a .4 


3} co8*"»ç> 


C08*"»Ç> ] 


ao n t'Ÿ , fl fcoh’o I i.3cos*v I . i .3..»[um-3) Cüs**~»a< 1 

^ / dyl r r-r; 7 -^-»-...^ •' ^ 4 ... • 

'le ej^ [a. 4 ^ a. 4^ f a-4<>..aw ir»**»-* J 


Lorsque x croit indéfi ni ment, çp tend vers et s croît 

sans limite. Mais, si l’on cherche la différence entre l’arc 
<;t la partie de rasyinplote comprise entre le centre et le 
. point corrc.spondant à l’abscisse de l’extrémité de l’arc, 
celte différence tend vers une limite dont il est facile 
d’obtenir l’expression. En effet, celte partie de l’asyrap- 
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totc est écale à ; et, si l'on en retranche s, il reste 

^ cos» ’ 

• rtir(i — siiiji)^(io a f‘ I eus ‘ fi ^ 1 i.3cos’p | 

co»^ -le r,*, 2. je' 2 . 4 '*> 

Si l’on passe à la limite (j>= ^5 il vient • ' 


rrt i/i I 1/1.3 I "V’ 1/1.3.5 t y 

4e "*”2\2 e/"^3\2.4 


298. Cycloïdc. — K’éqnation de la cvcloide rapporlét' 
à son sommet est 

. ax' V 2 « — y. 

d’où • ^ , 

ih = (ly y/ 1 4- ~ = X ' 'h' ; 

donc 

i — — 

s z= iy^ ij^i 4- C ; . • . 

et si l’on lait eommeneer l'are ait sommet, on aura 
C^o, et s=2.^7.ay. 

Si l’on lait J' = aa, ou aura la moitié du périmètre de 
la cycloïde, <jui sera égale à 4«- Pour une valeur ipiel- 
conque dej', 5 est double de la longueur de la tangente. 

C’est à quoi l’on était déjà parvenu par la théorie des 
développées. 

299. Spirale lo^arilhmitiiie. — L’équation polaire de 
cette eourhe est 

rz=z\c“'', cl’où tir =1 

ih — ' + rv/f/’ = \M \'k 1 4- «’ ' = A V i 4- T’ d'y . 
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Si l’arc coinmcncc au p6le, qui est asymptote de la courbe, 
ou aura 


C = O et A 


V I -ha' 

r 

a 


C(;tle expression est celle de la longueur de la tangente 
menée à rextrt-nîilé de l’arc, et terminée à la perptmdi- 
eulaire au rayon vecteur mcué par le pôle, (-c résultat 
avait déjà été obtenu ^ar la théorie des développées. 

3(M). Supposons maintenant les points déterminés par 
trois coordonnées polaires. .Soient 0 l'angle formé par le 
rayon vecteur ;• avec l’axe des z , et tp l’angle formé par 
sa projeciion sur le plan XY avft; l’axe des .r. Toute 
• courbe sera déterminée par^ deux étjuations entre if, 6. 
I.es équations qui déterminent généralement x, y', s en 
fonction de /•, G, tp, feront connaître f/x, f/y, <lz, au 
moyen de /■, 9, ip, dr, d9, dp; et en les substituant dans 
\'dx' -h dj ’ -h dz', on aura l’expressioti de la dilléreu- 
ticlle de l’aic en coordonnées polaires. Mais on peut y 
arriver directement de la manière suivante : 

Si l’on conçoit une sphère décrite du pôle comme 
centre avec le rayou r, elle coupe le rayon r -h dr en un 
point qui, joint à l’cxlrémité de r par un arc de grand 
cercle, détermine un triangle rectangle iniuiiinctit petit, 
dont ds est l’hypoténuse et dr un des côlé% de l’angle 
droit. Pour déterminer le troisième côté, on mènera par 
l’axe des z deux plans couleuani respectivement les deux 
rayons, et qui comprendront entre eux l’angle dp; puis, 
par l’une dt?s extrémités de ce troisième côté, on mènera 
un plan parallèle à XY ; le côté cherché sera l’hypolé- 
niisc fl’un triangle rectangle tracé sur la sphère, cl dont 



Digitized by Google 



pkemikhk PAM'iF. ' . 

li's deux côlés de l’angle droit seront respeciivOineiit 
rsinÔ</']/ et /v/ 5 . On aura doue 

f/.r z= r V/0 ’-t- /■’ sin ; 

Cl pour avoir s , il suffira d'exprimer deux des variables en 
fonction de la troisième d'après les équations de la courbe, 
et d’intégrer entre les limites demandées. 

Ciilmltne des solides de révolution. 

•’IOI . Consjdérons inaintenanl le solide formé par là ré- 
volution d’une surface plane autour d’un axe situé dans 
son plan, et que npus prendrons pour axe des .r. I,’ équa- 
tion de la courbe qui termine celle surface est donnée 
entre deux coordonnées x, jp, situées dans le plan YAX, 
où SC trouve primitivement celte courbe. Cela posé, nous 
nous proposons d’évaluer le volume compris entre deux 
plans perpendiculaires à l’axe de rotation, et qui est en- 
• geiidré par la partie MNM'iV' de la surface (Jig. 19), 
comprise entre les deux ordonnées arbitraires MP, IVQ. 

•Pour cela, nous ebereberons l’expression de la difl’é- 
renticlle dé ce volume, que l’on peut considérer comme 
l’accroissement inOuiment petit que prend le volume V 
lorsque la^variable x dont il est fonction prend l’accrois- 
seinent djc. Soit QR = dx, d\ sera considéré comme le 
volume engendré par la Surface INRiV'K'. Mais, si par les 
points N . N' on mène des parallèles à AX , ou remplacera 
XKN'K' par un rectangle qni’engendrera un volume, 
dont le rapport avec l’accroissement exact du volume 
aura pour limite ruiiité; ce que l’on démontre comme 
pour les aires. Mais le volume qu'engendre cc rectangle a 
pour mesure J' et ' étant les ordon- 

nées XQ, X'Q; donc le volume V, compris entre deux 
plans correspondants aux abscisses .i „, .r, a pour expres- 
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Si l’oii veut avoir le volume total , il faudra prendre jx)ur 
lÿniles de cette intégrale la plus petite et la plus grande 
des valeurs des x auxfpielles eorrespondent des’points de 
la surface donné('. 

302. El/tpsoïfle. — SupjK)sons que la surface géncia- 
triee soit celle d'une tdlipse tournant autour d'tin de ses 
axes, son ^quation sera 


)•’ = —.( Itrx — j ' ) , 
et l’on aura * 

~ ("■*’ “ 1 ) * 

Si le volume doit commencer au sommet, on a . 

^ ,, ?r/;’ / x‘\ 

(. = o et V = — I /i.r ’ r 

« M 3 ' . 

On aura le volume entier de l'ellipsoïde en faisant .r=an, * 
ce qui donm-» 

V — ■ 

3 ‘ 

/ • 

il devient si l>=a^ <'e <jui réduit l'ellipsoïde à la 

sphère dont le rayon est a. 

11 est à remarquer que, la dill'érentielle tl\ , ne renfer- 
mant pas de radicaux, ne devient pas imaginaii'c en de- 
hors des limites o et -t- an; elle ne fait que changer de 
.signe, et est égale, au signe près, à celle du volume en- 
gcndié par l’hyperhole, dont réquation serait. 

I>‘ ’• 

1 ’ — — ( .r . — ?.« J- ) . 
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11 l'ésulle do là que, si dans rcxpressio)) de \ un donne à 
la seconde limite x une valeur négative, on obtiendra le 
volume de l'iiyperboloïde , depuis cette valeur de x jus- 
qu'à x=o; que, si l’on donne k x- une valeur positive 
plus petite que 2 a, on aura W; volume de rellipsoïde de- 
puis ,r=o jusqu’à cette seconde limite; etqu’enfin, si 
l’on donne 'à x une valeur positive plus grande que an, 
on obtiendra le volume entier de rellipsoïde , dirtiinuée 
■du volume de l’hvpcrboloïde compris entre ,t:= an et la 
seconde limite. 

Donc, si l’on veut trouver la valeur qu’il convient de 
donner à ,r pour que V soit égal à un volume donné , ou 
que l’ellipsoïde soit partagé dans un rapport donné, on 
trouvera trois valeurs réelles ; l’iiiie négative, l’autre po- 
sitive et plus jx'tite que an, et la troisième positive et plus 
grande que an. Mais la seconde seule satisfait à la con- 
dition de partager l’ellipsoïde dans le rapport demandé, 
ou de manière à ce que V ait une valeur donnée, pourvu 

qu’elle soit moindre que ^Trn’A. 

dO.1. Tore. — Ce .solide est engendré par la révolution 
d’un cercle autour d'une droite située dans son plan. Soit 
réfjualion de ce cercle 

OU . 

_) = e zt v'R*'— 

l.a ditlérentielle du volume est (,/<^. ao) 

011 

•jjrÇf/.rv'R’— • 

ou em'orr • 

a7r(5.MM'r/.r. 
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Or M.MV,r rst la (Jillëreiiliclle de l’aire du cercle géué- 
raieur. Doue le volume engendré parla partie <lu cercle 
comprise entre deux ordonné<!S quelconques est égal à 
cette aire multipliée par atro, c’est-à-dire parla circon- 
férence déeritc par le centre du cercle. 

Si l’on veut avoir le volume entier du solide, il faut mul- 
tiplier l'aire du cercle par la circonférence décVite par son 
centre’, ce qui donne atr’cR’. 

On trouverait le même résultat eu intégrant la ditfé- 
rentielle /-/.tVH’ — (,r — a)’ que nous avons déjà trou- 
vée dans la quadrature de l’ellipse et dn <'erclc. 

Qtiiidmline ilr.s siiifnces de révolution. ■ 

il04. On appelle aire d’une surjace courbe la limite de 
l'aire d’un polyèdre inscrit ou circonscrit à cette surface, 
et dont les faces inliniment petites ont pour limites de 
leurs directions les plans tangenis aux dillérents points 
de cette surface. 

11 résulte de là qu’on peut, au lieu des éléments plans 
qui composent la surface du polyèdre, considérer des 
surfaces courbes dont les plans tangents aient pour li- 
mites ceux de la surface proposée. On pourra donc consi- 
dérer la surface engendrée par la révolution d’un arc fle 
courbe plane, tournant aûtour d’un axe situé dans son 
plan, comme la Hmite de la somme des troncs de cônes 
intiniment petits, engendrés phr les côtés d’un polygone 
.inscrit dans cette courbe. Si l’on désigne par y et y -t- dj 
les ordonnées des deux points extrêmes d’un quelconque 
de ces côtés ayant pour longueur c/j, la surface du tronc 
de cône qu'il engeudrt; aura pour mesure 


en négligeant l’infiniment petit du second ordre. 


27T 




^ ou ï-Kjds, 


0 
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I/ailo eiigeiidi'ée par l’arc dont les points extrêmes ont 
pour abscisses Xo et x aura donc pour expression 


. y* rrfv, 


27t / / -h 


305. Ellipsoïde. — Supposons que l’ellipse dont l'é- 
quation est 

rt’/’ -4- A’x’ = 


tourne autour de l’axe des x, elle engendrera une surface 
dont la didérenticlle sera 


a’ 


dx^ n' — (n’ — 


Supposons d’abord b et posons 
a‘‘ — A’ r= n = 


l'aire, commençant à .r = o , aura pour expression 



Il ne faut pas ajouter de constante, puisque j’airc est nulle 
pourx = u.On aura la moitié de la surface de l'cllip- 
soide en faisant x = a, ce qui donne, pour la surface 
entière, 

, 27ré« 

2ito ’ H arc sin e. 

e 


Si e = o, a=b.f et l’ellipsoïde devient une sphère; 
arc sine , ii . , , 

comme d ailleurs tend vers i unité a mesure que 

e tend vers zéro , on aura ’ pour la surface de la sphère 
dont le rayon est a. 

Supposons, en second lieu, a<C_b et posons 

— fl» = 
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l’expression (le l’aire , à partir de t =: o , sera 



Si l’on fait x — a, ôn aura la moitié de la surface de l’el- . 
lipsoïde, et la surface entière aura pour expression 


y n’-(- A ’e’ + 


J CîTwi’ J Ar -f- y/((’-l- A’e’ 


On retrouve encore la surface de la sphère , quand on 
suppose e = O. En cU'ct, la première partie devient 27:a’; 
pour obtenir la seconde, on développera y/a’-(-A>’e’ 
en série, ce qui (;st permis, puisque t(‘ndant vers 

zéro est plus petit que a', et l’on trouvera encore asn’; 
ce qui donnera 4~n’ pour l'aire totale de la sphère. 

306. Surface du tore. — Supposons qu’on fasse tour- 
ner autour de l’axe des x le cercle dont l’équation est 

(j- — e)’-h (x — R’-, 

la partie supérieure engendrera une suri’aAe dont la dif- 
férentielle sera 

y 

2rr[Ç-|-y/R’ — (x — a)’]di. 


I.a dillérentielle de l’aire engendiTC par la partie infé- 
rieure sera 

2 » I B — y/ R’ — (x — a)’ j r/.\. 

Si on les suppose comprises entre les deux mêmes plans 
perpendiculaires à l’axe, .r et r/s .seront les mêmes, et 
la somme des deux différentielles sera 4'’^tr/s-, dont l’inté- 
grale est -t- (1. 
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Oii aura la surface eutière eu prciiau-t s égal à la dcini- ' 
ciiconlérciice ttK, et C = o; ce qui donnera 

'**■ anRarÊ. 

La surface du solide entier est donc égale 'au produit de 
la circonférence génératrice par la circonférence décrite 
par sou centre*. 

On pc:ut 'calculer séparémenl la surface engendrée par 
la partie supérieuire, et par la partie; inférieure de la cir- 
conférence. Ku ellét, la pi-eniière est 

3.7r[6j' -t- /'e/j \^R’ — (■£ — a)’] = -Ç- J'Kt/x) 

— 1K ( 6.V -t- Ra- -H C ). 

J*our aVoir la p'artic supérieure tout entière, il faut pi-en- 
elre; pour ,r les limites a ■ — R , a -t- R, et elonner ;i i la - 
>aleurT:R 5 ce qui donne 

aw’fiR + .ÎTeR’. 

Dans le calcul de la partie inféi'ieure, il n'y aui'a epie 
le setcond terme à changer de signe, et l’on irouveia 

■' 2r’6R — 4^h'' 

Leur somme est 4tt*oR,. comme nous l’avions déjà trouvé. 
Leur dill'érence est 8"ll’, ou le double de la surface de la 
sphère dont le rayon est K; il est remarquable que cette 
dilféreuce soit indépendante de la distance du cercle à 
!’a\c de rotation. » 

ofiniit dci corps Itrniinés par des surjaevs 
(piekonques. 

307. Si l'on partage un* corps en éléments inliniment 
petits par des plans perpendiculaires à l'un des axes des < 
looi-données rectangulaires, on pouria sidjslitiK'r à ces 
2' êtlit. , ' 20 
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‘éléments des eylindies ayant pour buses les sections faites 
par ces plans , et pour hauteurs les distances de ces mêmes • 
plans , parce que la limite du rapport de ces cylindres 
aux cléments du corps est runitc. ’ * - 

Donc, si l’tni peut obtenir en fonction de x l’expres- 
sion de l’aire de la section faite dans le corps par un 
plan quelconque perpendiculaire à l'axe des x, la dilfé- 
renticlle du volume sera F(,r)r/jr, en désignant par 
F (x) l'aire de la section; et le volume du corps com- . 
pris entre' deux plans'pcrpcndiculaircs à l’axe <les x, et 
correspondants aux abscisses Xo , x, aura pour expres- 
sion / F(x)f/x. Le problème sera donc ramené <à l’in- 
Jx; . . ^ 

’tégration d’une fonction connue d’une seule variable. Si. 
■l’on ne peut exprimer immédiatement l'aifc de la sec- 
tion, on en obtiendra la valeur au moyeu d’une première 
intégration. Représentons par z et les ordonnées de la 
partie supérieure et de la partie inférieure de la surface. 
Ce sont des fonctions données de x et y, qui pourront être 
de nature'difl'érenlc. I.’aire de la section correspondante 
h une valeur quelconque de .r aura pour expression 
f[z — z')flY, y variant seul et x restant constant dans 
les fonctions z et z' . Les limites de cette intégrale seront 
les valeurs de y correspondantes aux points extrêmes de 
la section ; ces points seront, en général, ceux où la tan- 
gente à la courbe est parallèle à 1 ajtc des r; et si l’on 
considère l’ensemble de toutes les sections, ces points se 
projettent sur le plan XV suivant la trace du cylindre 
circonscrit au corps, et ayant scs arêtes parallèles à 
l’axe des z. Ces valeurs de y qui sont les limites de cette 
première intégrale sont donc des fonctions connues de x, 
et, par conséquent ,_/*( z — z'J dy sera une fonction de x, 
que nous supposerons que l’on puisse former, et que nous 
représenterons parF(x). La question est alors ramenée 
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au premier cas, cl il sullira de calculer J'V \x)J.v, enlrc 
les deux limites données pour x. Ces deux intégrations 
successives s’expriment de la manière suivante ; 



)„ el y désignent les deux fonctions dt; x qui expriment 
les ordonnées de la trace sur XY, du cylindre circonscrit 
au solide, el ayant ses arêtes parallèles à l'axe des r. 

Ce calcul n’exige donc que deux intégrations de fonc- . 
tions d'une seule varialde. 

On peut remarquer que ce procédé revient à calculer la 
somme des expressions de la forme (r — z')(fyflx , quand 
on donne à x et y toutes les valeurs comprises dans la pro- 
jection du solide sur XY et variant par intervalles infini- 
ment petits r/x, ily. Cette expressiou est la mesure du 
parallélipipèdc ayant pour base dxdy et pour hauteur 
Z — z'; et ce volume peut être substitué à l’élément du 
solide qui est compris entre les quatre faces latérales de 
Ce parallélipipèdc, parce que la limite de leur rapport 
est l’unité. La somme de ces éléments compris entre les 
lieux plans dont la distance est dx, sera exprimée par 



el la somme de ces dernières expressions, relatives à 
toutes les^ valeurs de r/j', sera la somme de tous les élér 
inenls {z — z') d.rdy du solide. 

d08. Déterminons maintenant l’équation de la trace 
du cylindre circonscrit au corps et parallèleu'i l'axe des z. 

Soit F (x, y, z) = O l'équaliü^de la surface du corps ^ 
le plan tangent au point (.r', y', z') aura pour équation 



'JL 

fie 
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fl^ 


f/V 
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En un point quelconque de la courbe de eoiilael du cy- 
lindre et de la surface donnée , le plan tangent est parallèle 

... J , f/F ... 

a 1 axe des ^ , et , par conse([uent , — — ” i équations 

de cette courbe seront donc 

f/F 

F (a-, r, ü) = O, = O. 

( 

Si on élimine z entre ces équations, on aura sa projection 
sur XY, (jui est la courbe demandée.' Suppôsons que son ' 
équation soit ^(.r, •) ) =o, les valeurs de > qu’on en ti- 
rera seront les limites de l’intégrale prise par rapport à v. 

Quant aux limites a'», x, ce sont deux valeurs arbi- 
traires. Si l’on veut avoir le volume entier du corps, ces 
limite.s correspondront aux points extrêmes de la trace 
du cylindre, et s’obtiendront en cherebant les points de 
cette courbe où la tangente est parallèle à l’axe desj', ou 
encore les points de la surface où le plan langent est per- 
pendiculaire à l’axe des .t; ils seront déterminés par les 
trois équations, 

F(.r, v,z)=:o. - = o, ^- = o. 

30t). Si l'on avait pour objet de trouver le volume du 
corps, qui se trouve renfermé dans l’intérieur du, cy- 
lindre, ayant ses arêtes parallèles à l’axe des z et une base 
donnée par son équation sur le plan XY, les limites d»! 
l’inlégralion par rapport »y seraient les fonctions de .r 
que l’on trouverait en résolvant cotte équation par rap- ' 
port à J. 

310. Ellipsoïilc. — I/équation de l’ellipsoïde rapporté 
à ses axes est • 

.»•> r> I’ 

~ Âï ~ — ' ■ 

ff ’ P ' c’ 

J,a section par un plan perpendiculaire à l’axe des x 
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os>l UM<; ellipse ayant pour équation 



r désignant la distance de ce plan à l’origine, constante 
pour une même section, et variable d’une section à une 
autre. On peut calculer l’aire de la seetion au moyen de 
la formule que nous avons donnée pour la quadrature de 
l’ellipse. 

I.es demi-a\es ét-int, dans ce cas, 



I aire de la section sera 


< e sera la valeur de l'intégrale 



Reste (jonc .à intégrer 




ce qui donne 


Si lonfait.ro = — a , x == a . on aura le volume ciitici' 
de l’ellipsoïde, et son expression sera j ■nabc. 

On voit que le volume de l’ellipsoidc est les deux tiers 
du cylindi-e droit circonscrit, ayant .sc.s arêtes parallèles 
.à l’un quelconque des axes. 

•111. .Si les axes ne sont pas rcctangnlaircs , les calculs 
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ne (.tillérei ont que [>ar lies (aeleiirs colislanis. Snieiil / 
l’angle de l’axe des z avec l’axe des r , el fi l’angle de l'axe 
des J.’ avee le plan VZ. I.a serlion faite par un plan pa- 
rallèle à Y/, aura pour expression 



) (/) Slll /. , 


et le volume eoiiipris entre ee plan et le plan inliniinent 
\oisin sera 

sin ui/jr 

l.e volume eheielié sera doue exprimé pai 



Dans le cas de l’ellipsoïde rappoitc à des diamètres 
conjugués u«', -i/y, 2 f', ou trouvera ‘ no7/c' sinp sin),. 

(k-tte expression devant être égale à J T.tibc , il en ré- 
sulte siiift sin) = i/Ac, ee ipii montre que le pa- 

rallélipipède construit sur les diamètres conjugués est 
constant. Un voit encore que le volume de l’ellipsoïde 
est les deux tiers de celui du evliudre circonscrit , ayant 
ses arêtes parallèles à un iliamèlre (|uelcon(|Uc , et .ses 
bases parallèle.s au plan conjugué de ce diatnèlre. Ce qui 
prouve i|ue tous les cvlindres circonscrits de cette ma- 
nière à l’ellipsoïde sont équivalents. 

dl2. Si l’équation de la surface qui termine le corps 
est donnée en coordonnées jMilaires ô, il est conve- 
nable d’expriiner la diHérenlicIle du volume dans le meme 
système. Pour cela on concevra une sphère décrite du 
pôle comme.celitre avec l'unité pour rayon; et l’on par- 
tagera sa surface par des grands cercles inlinimcnl rap- 
prochés dont les plans passent pai' l’axe et par des 




r ' 1 e/y siii î 
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pclitü cercles tloui les plans soient parallèles à XY, et à 
dt's distances iiiGuitnent petites les uns des autres. L’ex- 
pression générale des quadrilatères qui composeront la 
surface de la sphère sera ûnQdO(l<^. On concevra ensuite 
un cône ayant son sommet au pèle et ce quadrilatère pour 
base, et l’on cherchera le volume du corps, qui se trouve 
compris dans ce cène indéfini. La partie de ce volume 
comprise entre deux sphères ayant pour rayon /'et / -t-'//', 
aura pour mesure 

e’siii Otir t/Ofl'l. 

.Si doue on intègre cette expression p.ir rapport à / entre 
les deux valeurs /'o et/’, relatives auxdi’ux surlaces t[ui ter- 
minent le corps, on aura le volnuK* du corps compris 
dans le cène que l’on a considéré. .Sa \alenr est 

J ( ; ■“ — /•’ ^ sin ; 

/■et /'b .sont des fonctions connues de.O et i|/. Si maintenani 
on intègre par rapport à 0 entre les deitx valeurs i-i-latives 
aux limites du. corps, et <]ui sont des fonctioiis connues 
lie ’p, on aura 

//•; r’ 

-Tl i si II 0-/'î. 

Jk 

Le l'ésultat de cc^e intégration sera une fonction de p, 
que 1 on intégrera cnti'c les deux valeurs relatives aux 
plans entre lesquels le corps est renfenné. 

Si le pôle est dans l'intérieur du corps, les limites de 0 
sont O et TT ; celles de p sont o et an ; et la première limite 
de P est zéro. Le volume est alors exprimé par 

1 / / sin Of/Of/ L. 

Vo i. 
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313. D’après cc «pie nous avons dit sur le sens qu’il 
fallait attacher à Taire des surfaces courbes, si nous divi- 
sons une surface quelconque par des plans infiniment 
voisins, perpendiculaires, les uns à Taxe des x, les autres 
à Taxe des j , chacun des quadrilatères qui composeront 
la surface, et dont la projection sur XY sera dxdy, pourra 
être remplacé jtar la jmrkie du 'plan taiif;enl en un quel- 
conque des points de la surface de ce quadrilatère, qui 
aura la même projection dxdy. 

Nous supposerons que ce plan tangent soit mené au 
point delà surface qui se projette en un des sommets du 
quadrilatère dxdy , et nous choisirons celui dont T.r est le 
plus petit, ainsi que 1^; de sorte que ses coordonnées étant 
,r, a', celles du sommet oppo.sé soient .r -I- c/x, y + dy. 
Cela posé , Taire d’une surface plane étant égale à sa pro- 
jection orthogonale, divisée par le cosinus de l’angle de 
son plan avet; le plan de projection, on aura, en dési- 
gnant par s Taire de la surface courbe 


ds = dxdv y' , = Hxdy V 


fit 

dx 


dz 

— • on p, (j étant les dérivées |>artielles de la fonction 


de -Z’ et ) qui représente Tordonnée de la surface. 

Ainsi , pour obtenir la surface qui se projettera sur le 
plan XY dans l’intérieur d’une courbe, donnée par Téqua- 
tion ÿ(j", ) ) z= o , on cherchera d'abord la partie com- 
prise entre deux plans perpendiculaires à Taxe des .r, et 
distants Tun de l’autre de la quantité Infiniment petite dx. 
Pour cela on intégrera par rapport à en considérant x 
eominc ronstant, l'expression dxd) v' i p' \ les 
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limites de celle intégrale seront les valeurs île } données 
par réqualion ^) = o. Désignons ces deux fonctions 
de .r pai’jj^oj.r- L’aire comprise entre les deux plans sera 
donc une fonction de exprimée par 

l/.r j f/> \ 1 -f. -f- ry ’-. 

Si maintenant on intègre eelle expression par rapport 
à X,. entre les deux valeurs relatives aux limites de la 
courbe ) = o et qui satisferont à l’équation 



on aura un résultat ipii ne renfermera plus ni .r ni et 
sera la mesure de l'aire demandée. 

31-L Si l’on veut avoir la surface enlicre d un corps 
fini, il suffira de prendre pour l’équation r) = o, 

celle de la courbe dans l’intérieur de laquelle se projette 
le corps, et de considérer, suceessivetnenl ou en même 
temps, la partie inférieure et la partie supérieure de la 
surface. Cette courbe se déterminera, comme nous l’avons 
indiqué, dans la mesure des volumes. 

31S. ylpplication n la sphère. — L’ixjuation de la 
sphère 

■c’ -l-,r’ z’ = 11 = 

donne 

. dz X dz Y 

dx Z dy Z ^ 


d.<— dxdy 


\/ 



Kdxdj' 


^d.idy 


V R=— .r'— V' 



dy r 

— -rrTTT- = arc sjn - — = r 

-,r’ — \/R> — .r» 
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Dans te cas, les limites tle j' sont 


donc 


— y' R' — x’ et -H V R’ — j'; 



il reste donc à intégrer 7tRr/x entre x = — R , x = H- R . 
ce qui donne 2 t:R’ pour l’expression de la surface supé- 
rieure ; on trouverait le même résultat pour la surface in- 
férieure, et la surface totale sera égale' à 
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NOTK I. 

s 

Rèqies sur la coni>eri/euce des séries. 

Ou appelle série une suite de termes positifs ou néga- 
tifs, dont le noinbix* est iniini. 

On dit qu’une série est convergente lorscpie la somme 
algébrique des n premiers termes tend vers une limite 
déterminée, à mesure que n augmente indéfiniment. Elle 
est divergente dans le eas contraire. 

I.e développement en séries peut être très-utile pour 
la détermination approchée des grandeurs, soit con- 
stantes, soit variables. Mais on ne peut évidemment, 
dans des calculs soit numériques, soit algébriques, rem- 
placer une quantité quelconque par une série, que lors- 
((ue celle-ci a' pour limite cette quantité môme. 11 est 
donc nécessaire de connaître quelques caractères, d'après 
lesquels on puisse juger si unu série donnée est ou n’est 
pas convergente. Nous allons exposer les règles les plus 
simples qui ont été données à cet ellét, et dont quelques- 
unes sont tirées du Cours d' Analyse de M. Cauchy. 

Nous remarquerons d’abord que la somme des termes 
d’une série ne peut tendre vers une limite déterminée, si 
la grandeur des" termes ne tend pas vers zéro. Cela est 
tout à fait évident, lorsque les termes sont tous de même 
signe, parce qu’alors leur somme croîtrait indéfiniment 
avec leur nombre. .Mais, lors môme qu’ils seraient di* 
signes difi'érents, les sommes successives ne pourraient > 
avoir une dilVérencc moindre tpic toute quantité donnée 
avec une grandeur déterminée, puisque deux sommes 
consécutives auraient toujours, entre elles une dillércnce 
finie, qui serait le terme auquel s arrête la dernière. 
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Il est lioiic indispensable, pour qu'une série soii con- 
vergente, que scs termes aient pour limite ziVo; mais 
cola n'est pas suffisant, comme nous aurons occasion de 
le reconnaître. Il faut toujours s’assurer qu’en prenant 
un assez grand nombre de termes, à partir du commen- 
cement, la somme des suivants, quelque nombre que l’on 
en prenne, est au-dessous d’une quantité qui peut être 
supposée aussi petite que l’on voudra. 

Il est encore bon de remarquer que si une série dont 
tous les termes sont positifs est convergente, elle le sera 
encore quand on multipliera tous ses termes par un même 
nombre quelconque , ou même par des nombres diCéfents. 
positifs ou négatifs, pourvu qu’ils restent finis. En ell'et. 
puisque la somme des termes de la première série, quj 
sont au delà d'un certain rang, peut être supposée moindre 
que toute grandeur donnée, il en sera de même dans la 
seconde; car la somme de ses termes au delà du même 
rang, lors même qu’on les prendrait tmis avec le même 
signe, sera moindre que la .somme des correspondants de 
la pn'micre, multîpliéi’ p.ir le plus grand des facteurs 
introduits, qui est supposé fini. 

.316. La .série 


I I I. 

-t- -4- J -f- 7 

9 . 3 4 


oll're un exemple d'une suite indéfinie de termes décroi.s- 
sant indéfiniment, cl dont la somme n'a pas de limite. 

En elfcl , fai.sons la somme des n termes tpii suivent ou 


elle est évidemment^ plus grande que 


I U 

?.// 


• . . . -I ou 

7.n 


n 

O.n ' 


ou enfin 
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IJoiu-, à quel<|iH! lermo que l’on s’arrèle dans la série eu 
question , on peut toujours eu prendre un assez grand 
nombre à la suite, pour obtenir un nombre, plus grand 
que ï; et, par eonséqueut, la somme des termes de cette 
série ne tend pas vers nue limite, et peut eroîlre indéfi- 
'niment. 

• Séiies dont tous /e> tenues sont positifs. 

317. Premier théorème. — Une série est cotu'ergcnle, 
lorsque le rapport d'un terme au précédent tend vers 
une limite plus petite que l’unité, à mesure que le nombre 
qui exprime son rang devient de plus en plus grand. 
Elle est divergente lorsque cette limite est plus grande 
que l'unité. 

Soit la série 

", -f '<1 -+■ «I • • • -t- "n + -f- . i . , 

et supposons que ait une limite k plus jKUite que l’u- 

nité. Soit a un nomlire déterminé quelconque, compris 

entre i v.iki finira par être constamment inférieur 

à a, quand n aura dépassé une certaine valeur. F.n consi- 
dérant la série à partir d'un terme quelconque, au delà 
de cette valeur, on aura cette suite indéfinie d’inégalités 


<*- 


+.J 


<a, . . . , 


d’où résulte 


Tous les termes, à partir de u „^, , sont donc inférieurs à 
ceux de la suite 

• -t- « ' -t- , - • 
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c|iii est iinc progression géoniéli ique dceroissaiite , et qui 
a, par eoiisétpK^nl , une limite. Donc aussi la série pro- • 
jtosée .1 une limite, puisque la somme de ses termes, 
tous jKtsitifs, va constamment en augmentant^ et reste 
néanmoins au-dessous d’une certaine quantité finie.* 

Il est même l'aeile d'apprécier l'erreur commise en* 
s’arrêtant à un terme quelconque. En edét , on a 

«h -t- itn-hi ”t“ • * - <C I -t- 2( -t- k’* -i- . . . t ; 

donc 

lim ( i/„ -(- X — 

l — fit 

I; erreur commise en s'arrêtant au terme iitclusive- 

ment est donc moindre que ■ Or tt„ est une quantité 

connue, (]ui peut être aussi petite que l’on voudra, puis- 
que les ternies de la série, étant au-tlessous de ceux d’une 
progression géométiique décroissante, peuvent devenir 
moindres que toute quantité donnée: quant n a, il sera 
en général assez facile d’en avoir une valeur suffisamment 
approchée. 

11 est évident (|ue notre raisoniieinent ne .suppose 

pas que — ait réellement une limite, mais seulement 

qu'il finisse par être toujours au-dessous d’un nombre 
déterminé, plus petit que l’unité. ÎVotis nous sommes 
exprimé ainsi parce que ce n’est que dans des cas 
très-exceptionnels que cette fonction de n a une valeur 
indéterminée lorsque n augmente indéfiniment, (iette 
remarque s'appliquera à tout ce qui suit. ' , 

Si , au contraire, on avait h ^ i , on finirait par 

avoir ]> a, a étant eompris entre i et et, par eon- 

séquent, plus grand que l'iinité. On aurait alors 
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Les icrmcs de la série proposée croîtraient donc indéfini'' 
ment, et,' par conséquent, à plus forte raison la série 
n’aurait pas de limite. Elle serait donc divergente. 

Si l’on avait == i ; on ne pourrait rien affirmer; et, 
'dans ce cas, il peut arriver qu’une série .soit convergente, 
ou qu’elle soit divergente. 

319. Toutefois il est bon de remarquer que si le rap- 
port finit par être toujours au-dessuS de sa limite i , 

la série est divergente ; car alors les termes finissent par 
aller toujours en croissant, et, comme ils sont tous posi- 
tifs, leur somme peut devenir p\jis grande que toute quan- 
tité donnée , puisqu’il en serait ainsi lors même qu'ils con- 
serveraient une valeur constante, quelque petite qu’elle 
fût. 

320. Si la série est ordonnée pai* rapport aux puis- 
sances d’une ‘variable x, et que l’on ait généralement 

II,, — A„x’’, le rapport deviendra ar; et , en dési- 


gnant par ft la limite du rapport 
convergence sera 


la condition de 


d’où l’on tire 


/■JT 


V < 


Ainsi la série sera convergente tant que x sera plus petit 
que J 5 et divergente quand il sera plus grand que j* 11 

pourra y avoir incertitude quand x sera égal à ~ 

Des remarques analogues pourront être faites au sujet 
des règles suivantes. • • . ' 
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Kii ap[>liquaiit la ivglt* protédciUe à la 


I 

1 . ?. 


1 . . 3 


1 . 1 ». . 3 . , ./t 


ou iroim* 


« 


et , j)ar eonsé<(iii‘nl , 


«.+1 

liiii = O ; 


la série est clone eonvergciile. Sa limite est fraetioii- 
uaire et coiriprisc entre u et 3; car la suite des termes 

: - ---r -t- ... est inférieure à ceux de la proirressioii 

2 ' 2.3 ^ . 

qui eoiumeiiccrait par les deux premiers termes,. et la 

limite de cette dernière est moindre cjuc l'unité. Pour 

avoir une limite dé l’erreur commise en s arrêtant au 

terme - > on reinanjuera que le rapport allant 

toujours en diminuant, les termes suivants sont au-des- 
sous de ceux de la progression géométrique dont les deux 
premiers tennes seraient oi'ux «jui suivent immédiate- 
ment — — — c'est-à-dire 


^.t 

« -+- I 


. ^ « T- i ; c . 2 . . . ( // -H I ) ( c/ -t- 2 J 

Donc la somme des termes qu’on néglige dans la propo- 
sée est inférieure à la limite de la somme des tennes de 
cette progression, tjui est 


I . 2 . . . « I // 


(i’est donc là une limite de l’erreur commise en s’arrè- 

I 

tant a 

1 . 2 .» 
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On pourrait prendre, à plus forte raison, comme li- 
mite, l’expression plus simple 

I 

I . 2 .3 ... (/I — 1 )«’ ’ 

dont la valeur est plus grande que la première. 

Cette série est d’un grand usage dans l'analyse, et l’on ' 
désigne ordinairement sa limite par la lettre e. 

Il est facile de démontrer que sa valeur est incommen- 
surable. 

En effet, supposons qu’elle soit commensurable ; comme 
elle n’est pas entière , elle sera représentée par une expres- 
sion fractionnaire irréductible -t «/étant on aurait 

ainsi l’égalité 


P 

1 


I 


I . 2 


I 



En multipliant les deux membres par 1.2. 3 . ..y, on aurait 
1 . 2, . .{«/ — I )/2 = 1 .2. . ..7-1-3. ..I 

I I 

-I ^ r-t-.... 

Or la limite de la somme des termes fractionnaires du 
second membre est plus ..petite que l’unité, puisque ces 
termes sont inférieurs à ceux de >la progression géomé- 
trique 

I I 

V + I ^ (74- 1 , 

dont la limite est et, par conséquent, plus petite que 

l’unité. Donc la limite du second membre de la dernière 
équation ne serait pas égale au premier; ce qui est ab- 
surde; Il résulte de là que la limite de la série proposée ne 
2' étlU. 2 I 
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pouvait être égalée à un nombre eomiucnsurable. Cette 
limite est donc incommensurable, comme nous voulions 
le démontrer. 

321. La quantité que nous avons dtisignéc par e peut 
être considérée comme la limite d’une autre expression 
remarquable que nous allons faire connaître. 

Désignons par m un nombre entier positif croissant 
indéüniment, et considérons l’expression 


qui se présente sous la forme indéterpiinée i , quand 
on y fait m infini. Pour déterminer la limite vers laquelle 
elle tend, quand m croît indéfiniment, dévcloppons-la 
suivant la formule ordinaire du binôme; nous aurons 



m(m — I ) . . . ( m — /» + i ) i t 

-f- , . . 

ï 7.. . .n m'* m”* 


Tous les termes du second membre sont positifs, et leur 
nombre est fini et égal a m -h i. On peut /nettre cette 
équation sous la forme 



, ^ (' 4 ) , 

I t . 2 t .'3 

{-i) 


1 . 2.3 


On voit d'abord qu’un terme quelconque, de rang' déter- 
miné et invariable, augmente en même temps que m; 
et comme le nombre total des termes augmente aussi , 
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leur somme augmente constamment. D'où il suit que 

j augmente en même temps que m. ' 

On reconnaît encore que les numérateui's des termes 
qui forment le second membre de l’équation (i), étant 
moindres que Tunité, ces termes sont au-dessous des cor- 
respondants de la série 


( 2 ) 


.7.3 


-h 


dont la limite est e. D’où l’on conclut déjà que H — 

est toujours moindre que e ; mais nous allons démontrer 
qu’il s’en approche indéfiniment. 

En effet, le terme qui en a n avant lui dans le dé- 


• a mesure 


velop^menl (i) tend indéfiniment vers 

que m croit. Donc la somme des n 4- i premiers termes 
de ce développement peut différer aussi peu qu’on vou- 
dra de la somme s„ des correspondants de la série (a), 
quelque grand que soit le nombre déterminé n. Mais la 
différence e’ntre et e peut devenir moindre que toute 
quantité donnée; donc il en est de même de celle qui existe 
entre e et la somme des n ■+■ i premiers termes du déve- 
%ppement (i), et, à plus forte raison, de la différence 
qui existe entre e et le développement ( i ) tout entier, ou 

1 1 H — j • Donc enfin ^‘■‘''d vers la limite e 

lorsque /« evoît indéfiniment, en restant toujours’ entier. 

Considérons maintenant des valeurs positives, non en- 
tières pour/;/. Faisons étant une quantité 

positive moindre que l’unité. L’expression 

/ I N"'*'* 

( I 4 - — I ; or ou la rendra plus gl ande si l’on 

' n I- il 


vient 
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diminue le dénominateur « -f- 5, et qu’on augmente l’ex- 
posant 7 t 4 - £ ; et on la rendra plus petite en augmentant 
le dénominateur et diminuant l’exposant. L’expression 
proposée sera donc comprise entre les deux suivantes ; 


\ "I 


que l’on peut mettre respectivement sous la forme 

■ X / r 

(,-Hiy t-^i) et y. ”+■ . .. . 

Or il est évident qu’elles tendent l’une et l’autre vers la 
limite e, puisque n est entier, et que d’ailleurs le façteur 

I 4- - et le diviseur i 4 ^ — tendent vers l’unité à me- 

n /î 4- 1 

sure que n augmente. Donc enfin la quantité intermé- 
diaire •‘^***^ ‘-’i quelque manière que 

varie la quantité positive, indéfiniment croissante, dési- 
gnée par m. 

Si l’on pose -!- = «, on énoncera le même résultat du 
cette autre manière ; 

1 

L’expression (i 4-«)“ tend vers la limite e lorsque ec 
est une quantité positive qui tend vers zéro , suivant une 
loi quelconque. 

Il reste à considérer le cas de — » ou de a , négatif et ten- 
dant vers zéro. On posera, dans ce cas, i 4 - a — — î— - ; 

I -+-0 

6 sera une quantité positive tendant yers zéro. On tirera 
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«le cette relation, 


— e 
TTë’ 


I 


ot, par suUe, 

(i + a)« = (i-f-e) ® =(n-e)«(,+e). 

t 

Or ë étant positif , ( i -f- S) ® tend vers e, lorsque ë tend 

I 

vers zéro ; de plus, i-+- 6 tend vers l'unité ; donc ( i + a ) ” 
tend encore vers e, lorsque « est négatif. 

Ainsi, de quelque manière que la quantité a. tende 

I 

vers zéro, l'expression (n-«)“ tend vers la limite e. 
322. Si au lieu de -f- on avait développé 

aurait trouvé pour limite, au lieu de la 
série (a), la suivante : 




X X’ 


-, . 

I 1.2 1.2.3 


1 . 2 ...// 


4- . . , 


qui est convergente, quel que soit x, en vertu de la règle 
jirécédente. Or 


en posant — = a; et a tend vers zéro, quel «pie soit ,r, 

lorsque m croit indéfiniment : donc a pour li- 

mite e*, «juel «jue soit .t, et l’on a , par conséquent , l’iden- 
tité suivante : 


X .r • X ' ,t " 

= I -f- — -f- - 4- . . 

I 1.2 1.2.3 I .2.// 
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Ce cléveluppcinciil inipurlaiit coiiduil iimnciJiateui,eiit à 
celui de a-', u étant un nombre quelconque. En ell’et, 
a = e‘“, la caractéristique 1 désignant les logarithmes 
dans la base e, qui est celle de Néper. On aura , par suite, 
et, par conséquent , 

jrl« .c’I’d jr"l"rt 

O ' =r I t 1 H (-..-H H 

I I . a I . a . J I . 2 . . « 

(lonsidérons encore la séfic 



elle sera convergente si l’on a 

liiii - — xaC' I uii .1 I. 

Elle sera divergente si l'on a i , et les termes croî- 
tront indéfiniinent . Eors(|ue l’on a j‘ = i , la limite de 

if+i" , 

(Icvient I nmie, et nous avons du qn on ne peut, 

dans ce cas, prononcer, en général , sur la convergeiife et 
la divergence d’une série. Mais il n’v a pas ici d’incer- 
titude; car la série devient 

III I 

i-t-lH h , 

2 .1 .'I « 

et nous avons reconnu précédemment que la somme des 
termes de cette série est iniiiiie. 

32t. Deuxième tiiéokème. — l'nc série dont te terme 

I 

général est u„ est coin^ergen te lorsque tend vers une 
limite k plus petite que' V unité, quand n augmente indé- 
finiment. Elle est divergente lorsque la limite k est plus 
grande que l unité. 

Supposons d’abord A< i , et soit « un nombre quel- 
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I 

c-oncjuc coiiipi’is entre A et 1; d’après l’Iiypolhèse, 
finira par être constauinient inuiudre que a, depuis une 
eertaine valeur de u jusqu’à l’infliii. On aura alors les 
inégalités suivantes: 


I I I 



n ^ ’ 

H-hl 

n-l-j ' 

d’où 




Donc , 

à partir tl* 

une valeur 

convenable do ;/ , tous les 


termes de la série sont au-dessous de ceux de la progres- 
sion géométrique décroissante 



donc la série proposée a une limite, et l’on aura une 
limite de l'erreur commise en s’arrêtant à u„_, en pre- 
nant la limite de cette progression géométrique, qui 

a" 

est 

I — a 

Supposons inaiutenani A p> i , et soit encore a un 
nombre quelconque compris entre A et 1; on finira par 

avoir au delà d’une certaine valeur de ri , et 

l’on aura alors les inégalités 

d’où il suit qu’à partir de, u„, les termes de la série sont 
au-dessus de ceux de la progression géométrique crois- 
sante 

3 t* -t- a»**" -h . • 

Ils croissent donc eux-mèines indeliniment , cl la série 
proposée est divergente. 
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Enfin, si l’on avait A = i , on ne pourrait affirmer, en 
général, si la série est convergente ou divergente. 

325. Troisième théorème. — Si les termes d’une série 

( l) «, -t- «I U, -f- 

vont constamment en décroissant à partir du premier, 
cette série sera convergente ou divergente en même 
temps que la suivante : 

( 2 ) «,-f- ?.«, + 4«i+ 8n, .f i6«,i + .... 

En ell’et , supposons d’abord la première série conver- 
gente. Ses termes allant constamment en décroissant, on 
aura les relations suivantes : 

II, = «„ 

2«, = 2K,, 

4 «., < 2 .«, 2 .K, , 

8«: 2«, -f- 2«s ■+■ -JM, -f- 2ff, , 

|6m„<; 2H, -f- -t- 2M„, 


Ajoutant membre à membre ces égalités et inégalités en 
nombre infini , on voit que la somme _des premiers mem- 
bres, qursont les termes de la série (2), sera au-dessous 
de la somme de ceux de la suivante, terminés au même 
indice de n : 

U, -t- 2M, 4- 2«, 4- 2H 4- 2". +-.... 

Or cette série n'est autre chose que la série ( i ) dont on 
aurait doublé les termes , excepté le premier. Elle a donc 
une limite, cl, par conséquent, la série (2) en a une à 
plus forte raison. Ainsi, d’abord la convergence de la pre- 
mière série cntrainc celle de la seconde. Supposons, en 
second lieu, la série (1) divergente, ses termes allant 
toujours en décrois.sant ; on aura évidemment les rida- 
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II, = «, , 

4»*, > a, + H, 4- «, -4- 

8«, «7 -t- «. -)-«,(• 


Ajoutant les premiers membres entre eux, ainsi que les 
seeonds, on reconnaît que la somme des termes de la 
série (a) est plus grande que la somme de ceux delà sé- 
rie ( I j , terminés à celui d’indice double-, et comme cette 
dernière croit indéfiniment par hypothèse, il en est de 
, même de l’autre. D’où il suit encore, comme on voulait 
le démontrer, que la divergence de la série (i) entraîne , 
celle de la série (a). Donc, enfin, les deux séries propo- 
sées sont toujours en même temps convergentes ou diver- 
gentes. 

326. Prenons par exemple , pour la série ( i ) , la sui- 
vante ; 



la série (a) deviendra 

I 

Or cette dernière est une progression géométrique dont 
la raison est a Elle est décroissante si l’on a u i, 
et croissante si f» <[ i ou /x = i . Donc aussi la série ( 3 ) 
est convergente si p > i , et divergente si fx i , ou 

f* = I. 

La conséquence relative à u = i montre que la série 



est infinie, comme nous l’avions déjà reconnu. 
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est convergente lorsque, n croissant 


indèjiniment , 


1 - 

-j — - n une limite plus grande que runilé. Elle est diver- 
gente si cette limite est plus petite que i unité. 

En eiFet, soit h celte limite, et supposons d'abord 
/t >• 1 . Ou aura donc, depuis une certaine valeur de « 
jusqu’à riutini, a désignant un nombre compris entre 
t et // , 


I n 


]>• a , tiU « „ <1 


1-cs termes de la série proposée, à parln-de w„, sont donc 
inférieurs à ceux de la suivante ; 


I I I 

^ («-(- 1 )« («+T)* 

Or celle-ci est convergente d'après le théorème précé- 
dent, puisque l’on a « ]> i ; donc aussi la projwsée est 
convergente. 

Supposons en second Heu /i <]] i , et soit a un nombre 
compris entre i et h. On Unira par avoir, au delà d’une 
certaine valeur de n, 

I — 

-T— <■“’ "" 

Les termes de la série proposée seront donc alors au- 
dessus de ceux de la suivante : 

I I 

— h — 

{»+^f 
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Mais cftle diTiiière osl divcigente, puistjui; l’ou a a i ; 
donc la proposée l’est aussi ; ce qu'il fallait démontrer. 

328. Lorsque la limite h est l’unité, on ne peut, en 
général, prononcer sur la convergence ou la divergence 

1 J 

de la série. Cependant, lorsque le rapport ^ est toujours 

inférieur à sa limite i , il est facile de démontrer que la 
série est divergente. 

1 ^ 

En ellét, l’inégalité ■; — - <T i donne 

1 « ■ • . , ■ 

donc les termes de la série proposée sont au-dessus de 
ceux de la suivante : 

> ' I - 

h ; -h ; 

n « -(- I /t -h 2 


que nous avons démontrée divergente. La proposée l’est 
donc elle-même. 


■I — 

Si le rapport -j— ^ était, au contraire, toujours supérieur 


à sa limite i , on prouverait bien que les termes de la 
série proposée sont au-dessous de ceux de la suivante • 


n -h 1 


mais celle-ci étant divergente, on ne saurait en conclure 
que la proposée est convergente. 
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329. Remarquons d’abord que si l'on a une série con- 
vergente 

ft 0 1 -h ■ • • ^ w * -4" M ji4-‘i -H . . . , 

et qu'une autre série 


‘Vu 


soit telle que, depuis un certain terme jusfju’à rinfiiii, 
l'on ait 



«A4^l 

II, 


cette seconde série sera convergente; car, si l’on multi- 
plie la première par — i n ayant une valeur déterminée 

telle que la condition supposée soit remplie, la série 
ainsi obtenue sera encore convergente: Or tous les termes 
de la seconde , depuis , se trouveront inférieurs aux 
termes correspondants de cette dernière ; donc la seconde 
série sera elle-même convergente. 

Cela posé, considérons une série 


telle que l’on ait 


lim = î , 


le rapport étant toujours plus petit que l'unité, de- 

puis une certaine valeur de n jusqu’à rinfini. On pourra 
mettre ce rapport sous la forme 

t 

H„ I -t- » 


a étant positif et tendant vers zéro. 
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Or nous allons démontrer que si l’on a , 
lim «« ]>> I ^ 

la série sera convergente; et qu’elle sera divergente, 
si l'on a 

lim nx t . 

i". Soit > • 

lim nx — k et / i . 

Désignons par m une quantité déterminée quelconque, 
comprise eqtre i ctk, et, par conséquent, plus grande 
que l'unité. Il est facile de voir que, depuis une certaine 
valeur de n jusqu’à-l'infini , on aura 


-+-«> 


En effet , 




/ I . ni ni (m — il 

( > — ) = ■ H "t" ; — 

\ n / n I . ’ 

et pour que l’inégalité précédente ait lieu, il suffira que 
l’on ait 

^ m m(m — i ) 

> - + — ^ T- + • • • > 

n I . 2 . n ’ 


nx ^ m -i- 


ni (m — I ) 
I . 2 . n 


Or le second membre tend vers m et le premier vers h , 
à mesure que n augmente : donc, depuis une valeur dé- 
terminée de n jusqu’à l'infini, l’inégalité aura lieu, puis- 
que la limite de son premier membre est plus grande que 
la limite du second; donc depuis cette valeur de n jus- 
qu’à l’infini, on aura 


I -t- 
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cl, pau siiiu-, 






< 




Mais si l’on considère la série 

V/ ,n j^»i 3« 

le rapport du terme général au précédent sera 




et, par conséquent, pins grand que dans la série propo- 
sée. De pins, la série (i) est convergente, puisque l'on a 
m ]> I ; donc aussi la série proposée est convergente ; ce 
que uous nous proposions de démontrer, 
a”. Soit maintenant 

lim «a = X et X i . 

Prenons une quantité quelconque, m comprise entre i 
«!t A , et , par suite, plus petite que runité ; je dis que l’oji 
finira par avoir constamment < 


ou encore 




^ m m ( /// — I 

: 7 ' 

n t .7. 


. ///(//i — I ) 

//U <* m -V 

1.7.» 
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En «•fiel , lorsque n croît iiidéliniraeul , le premier mem- 
bre tend versk, et le second vers /«, qui est plus grand 
<jue k. Donc, depius une certaine valeur de n jusqu’à 
l’infini, les inégalités précédentes auront lieu-, d’où il 
résultera 

~~ > 


(■-ti) 

et, par conséquent, finit par'ètre constamment su- 
périeur au rapport des termes correspondants de la série 
dont le terme général est Mais m étant plus petit que 

l’unité, celte dernière série est, infinie; donc la proposée 
l’est aussi . 

Donc enfin, comme nous l’avions annoncé, la série 
proposée sera convergente, si l’on a lira na > i ; et di- 
vergente, si l’on a lim «a <[ t . 

330. On ne peut, en général , prononcer sur la nature 
•de la série , lorsque l’on a 

lim nu. — i. 

Néanmoins, si na est toujours plus petit que la li- 
mite I , on peut affirmer que la série est divergente; car 
alors on a 


et le rapport 
à la série divergente 




est supérieur au rapport relatif 


I I 

I H . 

•}. 3 


I 1 

■ -H 

n « -H I 


d’où il résulte que la .série propo.sée est iiilliiie. 
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Lp seul cas qui reste douteux est donc celui où l'ou a 

■ • lim «a = I , 

na ii’étant pas constamment plus’ petit que i. 

331 . Appliquons cette règle à la série 

. Il 1 .3 I 1 .3.5 I 

H •ô'f 7 ’F"^ T~c 1 - . . . 

2 3 2.4 5 2.4.0 7 

1 . 3 . . . ( 2/1 — I ) I 
H 7 ^ ; H 

2.4 2n+i 


On aura , dans ce cas , 


Iim = 1 

U, 


et 


d'où 


«.^-1 _ (2/1 - H I y _ 

«, ( 2/1 2 ) ( 2/1 H - 3 ) ~ 


I + 


6/1 ■ 


6 // + 5 
( 2 / 1 + i)>' 


( 2 /» -!- I ) ’ 
6/1 ’ + 5n 


4/J’ 4" + ' 


et, par suite, 


lim /J3t = 


I H — ; 
2 


d’où il résulte que la série proposée est convergente. 
Considérons maintenant cette autre série 


1 1.3 1.3.5 


1 . 3 . 5 . . . ( 2/1 — I ) 
2 . 4 . 6 . . . 2/1 ^ 




pour laquelle on a encore lim — ^ = i. Le rapport 
aura pour valeur 




" + ' . 


2 /! -t- I 


I + 


2// I 
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Oii aura donc 

n 

na = 1 

7n -+- I 

cl 


lini nix. = -1 
■J. 


337 


d’où il résulte que la série est divergente, et que la 
somme est infinie. 


Autre règle déduite de la considération des intégrales 
définies. 

332 . jVous allons faire connaître encore une règle qui 
a été dérluite de la considération des intégrales définies. 

.Soit la série 

(ta H- «, -f- «î H- . . ■ « n -f- 4- . . . , 

dont tous les termes, <lcpuis une certaine valeur de n 
jusqu'à l'infini , sont positifs et décroissent constamment 
en tendant vers la limite zéro. Elle sera convergente ou 
divergente suivant que la somme des termes, à partir de 
cette valeur de «, tendra ou non vers une limite finie. 

Supposons que l’expression du terme général soit une 
fonction de forme finie de n, et désignons par 11, une 
fonction de la variable x, obtenue en changeant n en .r 
dans n„. Cette fonction ii, repro<luirait tous les termes 
de la série proposée, en y donnant à .r toutes les valeurs 
entières et positives. Sa valeur allant constamment en 
décroissant quand on fait croître x par degrés égaux à 
runité, à partir d'une certaine valeur entière, il arri- 
vera généralement que la fonction ira constamment 
en décroissant lorsque x croîtra d’une manière continue 
depuis une ecrtaine valeur jusfpi’à rinlini. 

Adiuetlant qu’il en soit ainsi depuis la valeur enlièn • - 

^ 2 ' rt/ir. 7 7. 
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I n,f/x, I ii^rU, 

ffi %/ nt-^ i 


^m -+-3 

•^m {-1 


««*i<c/ «„+,</ It.dx,..., . 

t/m 

d’où il rcsullc, on ajoutant respectivement ces d<‘ux sé- 
ries d’inégalités, membre à ineuibro. 


f 


«,r/,r< 

m H" ^^m+i m-*-7 “f" • • ■ 


cl 


f 


««^-1 - t - «*+, - I - . . . . 


Or, si cette intégrale - 1 ii^ tfx est finie, il s'ensuivra que 

«/Wl 

la série <à partir de 11^+1 le sera <le même; et si elle est 
infinie, la série commençant à n„, le sera aussi. D’où il 
résulte que la série proposi'-e sera convergente ou diver- 
gente, suivant que l’intégrale 

I U ,r/r 

sera finie ou infinie. 

.‘l.'ld. Appliquotis celte règle .à la série, déj.à examinée. 


I I I 

I “ ' 2" ^ S” 


l.a fiiiiclioii 11. est , dans ce cas, — j et va constamment i-n 

•r” 

décroissant quand :r anginente, a étant supposé positif. 
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/ //j' 

— = 1- C-, <n, par suite, / — est infinie, 

X“ I « ,'fi 


si l’on a rt <[ 1 , et finie si a > i . 
Si rt = I , on a 


r tLc f dx 

J î7=jT = '‘«" 


({aantité infinie en mùmc temps que x. 

Donc la série proposée est convergente si « i ; et di- 
vergente si a <[ I , ou a = I . 

33t. Appliquons cette même règle à la série 
log 2 log 3 

* X 

On a alors expression qui décroît constam- 

ment depuis la valeur de .r pour laquelle lôga: = i . Or 
' d.r log X log’ X ^ ^ 


log n 


r 


2 log< 


Donc I u^ilx est infinie, et la série en question est di- 

ft/m 

} 4 ft 

vergente; ce qui montre que le produit sr„... 

est infini. Notre première règle conduirait au même ré- 
sultat, parce que l’on aurait 

logn — rtlog^ I 
logn -t- log ^ 1 + 

ce qui donne lim fia = i . Mais comme on a évidemment 
7/2 <[ I , la série est divergente, d’après une remarque 
faite précédemment. 

: L’une et l’autre règle feraient voir qne la série dont 
le terme général est ^ est convergente. 

V . 22. 
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' Sciii'S dont tous It'i, tenues ne sont lias de tucnic signe. 

33a>. Lorsqu’une série n’a pas lous ses termes de même 
signe, il est évident qu’elle sera convergente, si elle l’est 
(|uand on donne le même signe à tous ses termes, par 
exemple quand on les prend tous positifs. En effet, la 
somme des termes qui suivent l’uii quelconque de ceux 
de la série proposée est moindre que la somme des cor- 
respondants de la seconde, quel que soit le nombre que 
l’on en (xnisidère, puisque tous ces termes s’ajoutent 
entre eux dans la seconde, tandis que les uns s’ajoutent 
et les autres se retranchent dans la première. Donc, puis- 
qu'il partir d’uu certain terme de la seconde, la somme 
des suivants a une limite qui peut devenir moindre que 
toute quantité donnée, il en est de même à plus forte 
raison dans la première; et, par conséquent, elle est 
convergente. 

(fn peut donc d’abord appliquer à ces nouvelles séries 
les règles données pour celles dont tous les termes sont 
de même signe, tant pour reeonnaitre la convergence que 
pour calculer une limite de l’erreur commise en s’arrè- 
, tant à un terme quelconque. Mais ces règles ne dispensent 
pas d'en chercher de nouvelles, spécialetnent applicables 
aux séries dont tous les termes ne sont pas de même 
signe; parce (|u’une pareille .série peut être convergente, 
et devetiir divergente quand on donne le même signe à 
tous ses termes. Nous nous bornerons h c-elle qui résulte 
du théorème suivant ; 

Théobéme. — Lorsque dans une série les teimes 
finissent par être constamment décroissants, et alter- 
natiaemenf positifs et négatifs , cette série c.st toujours 
convergente j et l'erreur commise, en s’arrêtant A un 
terme quelconque , est moindre que le suivant. 
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I* »-4-l *+* ^'..1-1 1,4-^ .... , ' 

Désignons, en general, par s,„ la somme des lermes de- 
puis le premier jusqu’à ii„ inelusiv»'menl. 

Nous remarquerons d’abord que la somme s„ de termes 
dont le dernier est positif ne peut être que diminuée 
par l’addition d’un nombix' quelconque des termes sui- 
vants. En ellcl, pour passer de la somme s„ à , il 
faut retrancher donc on a s„+i<^s„. Pour obte- 
nir la somme suivante il faut ajouter u„^,^ qui est 

moindre que le terme «„+| qui a été retranché de ,v, ; 
donc on a encore 5„+, <Cs„. Le même raisonnement se 
reproduisant indéiiniment , on voit que la somme s„ est 
jdus grande que toutes celles dont l'indice est plus élevé. 

On voit, au contraire, que si l’on s’arrête à un terin<; 
négatif, la somme sera toujours moindre que toutes celles 
dont l’indice est plus élevé. . 

Ainsi les sommes dont le dernier terme est positif 
vont toujours en diminuant; et celles dont le dernier 
terme est négatif augmentent eonstumment, en restant 
toujours au-dessous des premières. Ces deux suites de 
sommes se rapprochent donc de plus en plus à mesure 
qu’on avance dans la série, et leur diirérence tend vers 
zéro, puisqu’elle n'est autre chose que le dernier terme 
de la dernière, lequel tend vers zéro, par hypothèse, 
à mesure que son indice augmente indétininient. 

Donc enGn /et somme des termes tend vers une tiniilc 
délennince, et l' erreur positive. Ou négative est toujours 
moindre que le terme qui suit celui auquel on s’est 
arrêté. 

Soit, |)ai exemple, la série 

/I -I- I 
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Lf rapport d’un terme au precedent est expriim- généra- 
lement par — — X, et sa limite est x. Ainsi , d’abord la 
* « 4- I 

série sera convergente si l’on a i en valeur absolue; 
divergente si ^ i. Lorsque or = i, la série est conver- 
gente en vertu de la dernière règle, puisque les termes 
sont alternativement positifs et négatifs, et décroissent 
indéfiniment. Mais si l’on prenait x~ — i, la série" 
aurait une somme infinie. 

Lorsque la série est convergente, l’erreur que l’on com- 
met, c’est-à-dire la quantité que l'on omet, en s’arrêtant 

à —, est moindre que • i et de même signe que ce 

terme. 

Des séries imaginaires. 

33(5. Lorsque les termes d’une série sont de la forme 
— I , on entend (jue cette série est convergente 
lorsque la somme des termes réels a une limite et 
que la somme des coefficients de \j — i tend de même 
vers une limite t : on dit alors que la limite de la série 
est 5 4- f ^ — I. , 

On est ainsi ramené aux couditions de convergence de 
deux séries réelles. Mais il suffit souvent d’en considérer 
une seule, celle qui se rapporte aux modules des termes — 
de la proposée. 

En effet , on peut toujours poser 

K 4- <’ y — 1 = P (cosS 4 ^ — I sin G ) , 
et la série proposée prend la forme 

p,(cosG. 4- \ — I sin5,) 4- p, (cosô, 4- y' — i sin 0, i 4-... • 

4- p„ ( ros 0„ -h I sin 0,) 4- . . . » 



) 
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(2) p. -t- 


343 


1 + pj -H . . . + p„ 4 - . 


est convergente, en prenant tous les termes posilU's, il 
s ensuit, à plus forte raison, que les deux suivantes : 


( 3 ) 


p„ cosû. H- p, cosO, -4- . . . + cos 0 , -f- . . . . 
p, sinOj -H p, sin6, . .-f-p, sin 9 „ -4-. . ; 


le seront elles-mômcs 5 car, à partir d’un terme quel- 
conque, la somme des suivants Jusqu’à l'inlini est évi- 
demment moindre que dans la première. On peut donc 
énoncer la proposition suivante ; 

Une' série inmginairc est com’crj’cntc lorsque la série 
des valeurs absolues des modtdes de tous scs fermes est 
conoergente. 

Lorsque la série (2) n’est pas convergente, il est pos- 
sible que scs termes tendi-nt ou ne tendent pas vers zéro. 
S’ils n’y tendent pas, les séries ( 3 ) ne peuvent être toutes 
deux convergentes; car, quelque valeur qu’on puisse sup- ' 
poser à l’angle 0, il est impossible que jseosO et psinO 
tendent tous deux vers zéro,- si p n’y tend pas. Les termes 
des deux séries ( 3 ) ne peuvent donc tendre vers zéro, ce 
qui est cependant une des conditions indispensables de 
la convergence. Im série ( 1 ) est donc, dans ce cas, diver- 
gente. 

En second lieu, si la série (2) étant divergente ses 
termes décroissent indéfiniment, il n’est pas impossible 
que les séries ( 3 ) soient convergentes, parce (pie tous 
leurs termes ne sont pas de môme signe; oiï ne peut donc 
alors rien alfirmer, en général, sur la convergence de la 
série propose'»-. 1 
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NOTE DEUXIÈME. 


Sut Its exftresniom inuu/ùtaires. VoimntiU on le> 
introduit dans les données du calcul. 

337. La solution des équations du deuxième degré 
conduit quelquefois à extraire des racines carrées de 
quantités négatives. Ces sortes d’expressions ne repré- 
sentent pas des nombres, soit positifs, soit négatifs; on 
les désigne sous le nom de quantités imaginaires. Nous 
n’avons pas pour objet d’examiner ici à quelles circon- 
stances correspondent ces formes dans les questions pro- 
posées; nous nous bornerons à dire qu’en substituant ces 
expressions à l’inconnue, l’équation que l’on avait à ré- 
soudre devient identique , pourvu que les racines carrées 
des quantités négatives soient traitées d’après les règles 
ordinaires de l’algèbre, et qu’on considère leur .carré, 
comme s’obtenant par la suppression du radical. 

Si l’on a, par exemple, l’équation 

x’ — 9.0X a' + h* — ft , 

on en tire les deux valeurs imaginaires 

X — a rfc V — è', 

et l’on peut vérifier que la substitution de cette valeur 
dans l’équation la réduit à o = o. 

11 en serait de même si , au lieu de — i’, on mettait 
'b — 1 , et c’est ce que l’on fait ordinairement, afin que 
la seule quantité imaginaire à considérer soit toujours 
^ — I. l.es valeurs de ar" se trouvent ainsi mises sous la 
forme ' 

r = « ± — I . 


W ■ 
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11 üL-iiiblu d’abord que toutes les coiisidéraliuiis auxquelles 
ces sortes d'expressions peuvent donner lieu soient rela- 
tives aux circonstances qui leur donnent naissance dans 
les questions dont elles présentent la solution; mais on a 
trouvé de très-grands avantages à les introduire dans les 
données mômes de certains calculs, et c’est sous ce point 
de vue que nous allons les considérer. 

Sans attacher aucune idée de quantité .à l’expression 
^ — I , nous convenons de la traiter de la même manière 
que si c’était un nombre dont les puissances successives 
seraient ' 

<J — — 1, — \/— I, +1, v'— 1,..., 

les quatre premières se reproduisant indéfiniment dans le 
môme ordre. 

Kien ne s’oppose à ce que l’on fasse des calculs algé- 
briques dans lesquels — 1 soit traité de cette manière; 
il ne s’agit que de savoir s’il y a quelque intérêt à le faire , 
et si de pareilles opérations peuvent ofirir de nouvelles 
ressources à l’analyse. 11 pourra quelquefois être plus 
cômmode de remplacer \j — 1 par une lettre dont les 
puissances se distinguent toutes les unes des autres, tan- 
disque celles de •. — i se reproduisent périodiquement. 
En désignant ^ — i par nous entendrons que X soit 
traité comme un facteur ordinaire, d’après toutes les 
règles démontrées dans le cas des quantités réelles; seu- 
lement, après tous les calculs efiéetiiés, on remplacera 


les puissances 

\\ V, V, a‘, 


par 

X , — I , — X , -H 1 , 

X, - I 

•'138. Lorsque nous poserons 

une équation 

quantités réelles et imaginaires, 

eomme 

A l Iîv'“r = A' 1 


, 


. ■ ' . ! 

% 
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nous (■nU'ndi'üiis toujours t|uc l'on savait tl'avaiice (|Uc 
A = A' ft 15 = 15'. Cus dernières équations ne seront ja- 
mais des conséquences de la première; c'est, au con- 
traire, la première tpzi en est la conséquence, et nous 
n’attacherions aucun sens à cette équatiou si nous ne 
savions, indépendamment d’elle, que les parties réelles 
sont égales de part et d'autre, ainsi <[uc les coefficients 
respectifs de ^ — i. ÎNous insistons sur ce point, parce 
(|ue la plupart des auteurs l'entendent de la manière in- 
verse. 

339. .Ayant bien établi de (juelle manière nous trailiî- 
rons l'expression y* — i, nous allons montrer, par un ' 
premier exemple, l’avantage qne l'on peut avoir à l’in- ‘ 
troduire dans le calcul. 

Considérous les deux expressions 

cosjT-t-^ — I sinx, cosj -l- ^ — i sinj, 

et multiplions-les entre elles, dans le sens que nous atta- 
chons ici à t:ette opération ; nous trouverons 

cusxeos^- — sinxsiny -h ^ — i (sinxcosy 4-siny cosx), 
ou 

cos(x -H V — ' -t- r)- 

IVous ]>ouvons donc poser 

(ciisx-f V— ' siiix) (cosr + ^ — I sinx)= cos ; )-t- v'— ' s*» l-t-* J , 

puistpic nous avons prouvé d’avance que lt!S parties 
réelles étaient respectivement égales, ainsi que les coelli- 
cients de — i . 

F.t l'on conclut de là que pour diviser deux expressions 
de cette forme l'une par l'antre (en entendant partjuo- 
tient une expression (pii , multipliée par le diviseur sui- 
vant les ri-gles convenues , lepixiduiiait le div idetide) . il 
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sull'it (le relraiK'lier l’arc qui se Irouvc au diviseur de celui 
(jui entre dans Ic.dividende. 

» En multipliant le produit de ces premières expressions 
par une troisième eoss-4-y' — i sint:, il sullira encore 
d’ajouter les arcs x y cl z , ce qui donnera la nouvelle 
é(juatioii 

(cosjr-H ^ — 1 sinx;(cüs/-f- — i sin j) (cosï-t- y — i sim) 

= cos(jr-f- J + 3)-l- V''— • sin(4: -t- J' -f-i); 
cl il est facile de voir que, quel que soit le nombre des 
facteurs de celte forme , leur produit ellectué donnera tou- 
jours pour partie réelle le cosinus de la somme de tous les 
arcs, et pour coelTicicnt de y — i le sinus de celle même 
somme. Ün pourra donc poser une équation semblable à la 
dernière, en supposant un nombre m quelconque de fac- 
teurs, puis(jue les parties réelles sont démontrées égales, 
ainsi <jue les parties imaginaires. En supposant le cas par- 
ticulier où X = J = Z = on aurait la formule sui- 
vante, qui est due h Moivre ; • . • 

(i) (cosx — I sinx)” = cosmx -f*V — i sinmx; 

f 

il est donc prouvé que, si l’on forme la puissance /« du 
binôme cosjr-f- y'' — i sina: d’après les règles ordinaires, 
la partie réelle sera égale à cosnijc, et le coelficicnt de 
y^ — 1 à sin/nx. Or le développement de la puissance n/ 
d’uii bimmic s’cllccluc au moyeu d’une fornude très- 
simple; ou aura donc ainsi le développement général de 
vasiiix et sinmx, in étant un uondtre entier (piclconque. 
Ces formules sont 1 , 

m (n» -f- r) - ' • K. 

cosw^ = cas^.r ^ cos X8II1 > ' • 


I .*a 

I — I ) (m — ’i) — 3 ' 


m cr >5 x siii x ■ 


.i i. \ 

m(ni — I > ,<*/ ■— 1 




COS***^ X btll* 

1 

• cos“* ^ j: si» * X f- . . 
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Ou peut observer que le développement de 
(eos.r — V — * sin j:)"'. 
ne dillcrerait de celui de 


feosi + y — I sinx)" 

que par le signe des termes où se trouvent les puissances 
impaires de y/— i- i , et que , par conséquent , 

s 

(cosx — ^ — I sinx)“ z=coinix — ^ — i sin/«x. 

3i0. En entendant par racine d’une expression 
imaginaire une autre expression qui, élevée à la puis- 
sance n , suivant le sens convenu, reproduirait la pre- 
mière, on voit que cos '-üzJ — i sin-est une racine de 

cos X rt y/ — i sin x:, puisque nous avons prouvé que pour 
élever .une semblable expression à la puissance n"'™', il 
suffit de multiplier l’arc par n. On a donc 

i 

(cos:c±V^ — I sinx)" = cüs^it: V*— i sin-; 

n n 

>. 

et si l’on élève les deux membres à la puissance^, il vient 

P 

(cosx±v^ — I sinx)" = eos - x± J — i sin -x, 

n : n 

ce c|ui montré que l'équation (i) est vraie quand m est un 
nombre l'raclionnairc quelconque -i en entendant seule- 
ment par là que cos^jri y/ — i sin-.r, élevé à la puis- 
sance n , donnerait la puissance p de cOs.r± — i sinx', 
et que, par conséquent, il est une des racines u'"’"'' de 
celle puissarn-e p. . 
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l.'éljualioii (i) esi otâcoro vraie si m est égal à un 
nombre négatif — //. Fin ell'et, 

Iros X -e v'— > s>n -^) ■" = , !- r~“v . = / ’n î 

(cos O- -h v~ * nr i sin nxj 

or diviser par cosajx+ \/ — r sin nx, e’esi trouver une 
expression qui , multipliée par ce diviseur d’après les 
règles convenues, donne pour produit le dividende; ce 
quotient est donc cosw.r — y' — i sinw.r. 

Donc 

(cosx+^ — I sinx) " = cos( — n.t) 4- ^ — i sin { — nx). 

La formule (i) est donc vraie, quelque valeur réelle qu’ait 
m , en observant toutefois que si la puissance m est sus- 
ceptible de plusieurs valeurs, nous avons seulement prouvé 
ici que le second membre en est tïne. 

341 . iSous allons résoudre maintenant la question in- 
verse, qui consiste à développer cos^x et sin'".r au 
moyen des cosinus et sinus des ai-es multiples d«‘ x, 
III étant un nombre entier. ' - ’ 

Pour rcla , nous poserons 

ros X -f- yf — I sin .r = « , -■ 


d’où 


cos .1 — v' — ■ I sin X = 
acos.c = « -t- V, 


et, par suite. 


ni f «1 — I ) 

2"* COR rs= li " -H U'"’"* t» — >■ . -I- rmu’ ' 


Observant maintenant que ue= i , et que «‘-(-e‘=:î! cosA-.r, 
on aura 

, , . m (in — I ) 

î"> CHS "X =2 cos mx-t-t.'il cas [ni — ï) x-t-a. — — ' cos'm — J . . . 

Si m est pair, le terme qui se trouve au milieu du dévelop- 
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pcmonl lie {u 4- e)"' se réduit à 


/// ( /// 




1 . 2 . 


in 

X 


tu 


/orme le dernier terme du développement de 2 ™cos"'.r. 
Si m est impair, les deux termes du milieu .sont en u et y 
de la forme 

w I m — 1 «i — I m -h I 


expressions qui se rétluisent respectivement à ii et f, 
jtuisque ne = i. Le dernier terme du développement de 
x^cos^-r est alors 


m [m — 1 ) . . , 

\ 2 


— 

' 

1.9....... 

/ /// I 

' i-Ua * . 

. 


' 9 

■) 




On développera maintenant sin'" .r, eu observant qtie 
2 — I sin r = it — i>, 

«l’où 

I I \ . m(iii — l) . 

' J" sin*x = u" — III II”-' (> H i «"“’v’. . . ; 

r 

ce (jui signifie toujours que les parties réelles sont les 
mêmes de part et d’autre , ainsi que les coefticients de 
\/ — I , s’il y reste, ce qui n’arrivera que si ni est inqtair. 

Supposons d'abord ni pair : les termes à égale distance 
des extrêmes seront de même signe, et , lui les réunissant 
deux à deux, on trouvera 


2"{ — I ) ■* sin^j = acos/n.r — ?. m cos(/« — 2.).r 

m(m — 1 ) • , , 

2 . — i — -costni — 4)j- — ...; 

1.2 . 
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35 I 


le «liTnicr lermo sera 




I . a . . . . 


m 

7 . 


I • , , /H . , . ,111 

le signe -t- correspondant a — pair, et le signe — a — 


, /« . . , . ,111 
T * ' ^ a 

impair. Si m est impair, le dévelopjienient pourra se 
mettre sous la forme 


U" —V” — ml II ’ — F»-’) -h (il 


I . 2 




en remplaçant partout ne par i. Si donc on observe que 
M* — e' = 2 y/ — I sin/r.r, on aura , en ne prenant que les 
coellicients (le — i,. 


î"( — 1) ■* sin",r= 2sin;«j: — 2/nsin{«i — 

III (m — 1) 

-f- 2 — ^ ^ — • sin ( w — ((jje — . . . ; 
le dernier terme sera ‘ 


1 . ... 

/m- 


\ ’ 


le signe ^ ayant lieu (|uand 

m — I 

sera pair, et le signe 


— quand il sera impair. 

' 

quoi consiste l’avan-' 

3 i 2 . Kxaminous maintenant en 

tage (jue l’emploi de y/ — i a 

procuré dans la recherclic 


des développements de cos^.r et sin'",r. 
jVoiis avons remplacé 2 cosa* par 

ensj; + V — I sinx -f- cosx — y' — ' sinx, 
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qui lui c'sl i<leuli(|UL‘, |)ui.sque les deux ternies 
V — I sinx et — V — i sinx, 
traites comme s’ils représentaient des nombres, se dé- 
truisent. Et même si , au lieu de v — i , on met une quan- 
tité indéterminée, on pourra remplacer a cos.r par 
( cos.r -t- X sinx) -f- ( cosx — X sin x); 

et quelque calcul que l’on ellectue sur cétte expression , 
le résultat sera nécessairement indépendant de X, et les 
puissances d’un même degré quelconque de ectte lettre 
auront zéro pour coefficient. Or prendre seulement les 
termes réels du résultat, c’est négliger les puissances 
impaires de X et ne conserver que les puissances paires, 
ce qui est permis, puisque les i-oeffieients de chaque puis- 
sance de X sont nuis. Mais quand on remplacera X’ par 
— 1 , il pourra y avoir des réductions entre les termes 
correspondants .à des puissances diirércntcs de X., et no- 
tamment avec ceux qui ne renfermaient pas X, et qui 
.sont précisément ceux que l’oii trouverait en ne trans- 
formant pas (l’abord 2 eos.r. 11 peut donc résulter de là 
de nouvelles combinaisons qui, sans altérer la valeur du 
résultat, lui donnent une forme plus commode. Cela re- 
vient .à ajouter au résultat d('s quantités qui se détruisent; 
mais à chaque instant, dans l’algèbre, on voit de pareils 
artifices faciliter les transformations; et ce qui fait que, 
dans le cas actuel, on eu retire réellement un très-grand 
avantage, c'est que les deux binômes dont la somme rem- 
place a cos.r sont tels, que les puissauci's de chacun d’eux 
s’ell'ectuent immédiatement par la multiplication de l'arc , 
et que le produit des puissances semblables de l’un et 
l’autre c.st l'unité. 11 résulte de là que la puissance 
de cos T SC trouve immédiatement exprimée au moyen 
dos cosimis des arcs multiples de .r; et il est dcnn'me 
pour si U "'.r. 
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des rachies des quantités réelles ou imaginaires. 

343. Les racines de degré m d’un nombre réel positii 
ou négatif rfc A , sont les racines de l’équation 

A = o; 

ces racines peuvent se ramener à celles de l'unité, en 
posant J = flx, a désignant la racine m"’'"' arithmétique 
du nombre A; l’équation proposée se trouve ainsi rame- 
née à la suivante: 

x" q: I = O, 

dont nous allons déterminer les ni racines, qui sont 
toutes inégales, puisqu'il n’y a pas de commun diviseur 
entre le premier membre et sa dérivée. Soit d'abord 

,r" — 1=0, on x" = I . 

Nous pouvons représenter i par une expression de la 
forme cos 5 V — i sînz, dont nous savons qu’il est fa- 
cile d’extraire la racine. Il suffit de poser s = 2 «rr, n 
étant un nombre entier quelconque positif ou négatif; et 
l’on aura identiquement 

' I = cos2nw ^ — ' sin y an. 

Donc l’expression 

2 /nr I . 2«r 

fil COS h V — ' S'f 

' V . m m 

donne des racines de i , et, par conséquent , des va- 
leurs de X pour toute valeur entière de n. 

Or ou recohnalt immédiatement que l’expression (i) ne 
change pas quand on augmente ou qu’on diminue n de nt 
ou d’un multiple entier (juelconque de ni. 11 suffit donc , 
2 ' édU. 23 
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dans la scrii- indélinio des nombres entiers positifs ou 
négatifs, d’en prendre m consécutifs quelconques; ils - 
donnetxtnt toutes les valeurs de rexpression (i). Déplus, 
il est facile de voir qu’elles seront toutes diflérentes, parce 
que deux de ces arcs ne peuvent avoir le môme sinus et 
le même cosinus ; donc toutes les racines de l’équation 

X" — 1 = 0 

seront données par la formule 

2 /»ir , , . 2/in 

JC = cos ± V — ' > 

m m 

dans laquelle on donnera à n les valeurs o, i , u, etc., 
jusqu’à ce que l'on ait m valeurs pour le second membre; 
car c’est comme si l’on donnait hn, m valeurs consécu- 
tives, les unes positives, les autres négatives. 

Si m est pair, on posera m = afc, et il viendra 

nn , I . HT 

X = ros — it y — I sm — • 

Il faudra alors donner à n les valeurs o, i , a à. Les 
deux extrêmes donnent X—\^X — — i , et toutes les 
autres valeurs de x sont imaginaires, conjuguées et réci- 
proques deux à deux. 

Si l’on a 

/« = 2/ -f- I , 

il faudra donner à n les valeurs o, i , 2 à. 

La première donne x = i ; les autres sont toutes ima- 
ginaires, conjuguées et réciproques. 

344. Soit maintenant 

m 

x" -H I = o ou x" = — I , d'où X = ^ — I. 

On peut encore donner à — 1 la forme cosr - 4 - y/ — i sin e, 
en posant z = ( aw - 4 - i ) n. On aura donc de^s valeurs do x 


y 
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|><u la loniiulo 

( 2« -I- 1 ) ir , . ( 2/1 H- I ) t 

X = cos (- V — • sin i 

lit rn 

il suiBra encore de prcndj-c m valeurs consecutives de n 
parce qu’elles correspondront toutes à des sinus ou co- 
sinus diHiérents, et toutes les autres valeurs de n fourni- 
laient les mûmes valeurs pour .r. Toutes les racines de 
l'éf|ualion 


sont donc, données par la formule 


i 2 // 

j: = ros — — 




I sin 


( 2 // 


en donnant n n des valeurs positives depuis zéro jusqu'à 
ce cju'il en résulte nt valeurs pour le second membre. Si 
in = 2h , les valeurs de n seront o , i , 2 , . . . , A — i , 
les valeurs de x seront toutes imaginaires, coujuguées et 
réciproques. Si tn = ah -h i , les valeurs de n seront 
O, I, 2,..., A, la dernière donnera x — — i; toutes les 
autres valeurs de x seront conjuguées et réciproques. 

Les racines de ± i étant connues, on aura celles de 
+ A en les multipliant par la racine aritlimclique de A. 
• Les facteurs réels du premier et du second degré, dans 
lesquels peuvent se décomposer les binômes x” — i et 
.r" -t- i , peuvent ètn^ représentés par une construction 
fort simple, qui dépend de la division du cercle en parties 
égales, cl qui a été donnée par le géomètre anglais Cotes. 

3 i 5 . Chercliüiis maintenant à extraire la racine m'*"“ 
d’une expression <lela forme 

n db. Il ^ — I ■ 

Aolis pouvoirs la mellre sous la forme 
• P c(>s J ± — 1 sin •■) , 

2J. 
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en délei miiiaat p ut z par les deux cqualioiis 

pco3z = n, psins'=6; 

d’où 

1 J 7 • ^ ^ 

û=±V“’+‘’’i cosz=-î s»nz = -- 

PP 

Pour plus du commodité, nous ne prendrons que la valeur 
positive de p. Désignons par f lu plus petit arc positif 
. a . b 

ayant pour cosinus - et pour sinus - ; on pourra , sans 

que ces ligues changent, l'augmenter d’un nombre quel- 
conque de circonférences, ut l’on aura 

« dr é — I = p[cos(y -(■ a/J7r)dl — i sia + 2nn)]. 

On aura des racines ni"”"" du culte expression en prenant 
la racine arithmétique du p, et la multipliant par la 
racine du second facteur, que l'on obtiendra par la divi- 
sion de l’arc J ou a ainsi 



2IIH 

m 


d: V — I sin 


2 /nt 


11 sulTit évideiiiment de donner .'i n, ni valeurs consécu- 
tives, positives ou négatives; toutes lus autres donne- 
raient lus inèinus résultats. De plus, ces m valeurs du « 
donnent des valeurs dilférentes pour les sinus ou co- 
sinus de donc, un donnant à n les valeurs 

in 

O, i, 2,... m — 1, toutes les valeurs du la racine cher- 
chée seront données par la formule 


\flZ 


— I = 6" 


y- 

<os — 


- 2iir. . , . Ÿ -t- 2 

d: v' — I Sin ^ 

m m 


1rs signes supci icius de V — i se com'spondant , ainsi que 
les infciicurs. 
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J4(3. La tiaiisfoi'ination de u zi:, b \J — i en 
P (cos Z zL ^ — 1 siiiz) ramène toutes les opérations sur 
les quantités imaginaires aux opérations sur des expres- 
sions de la forme cosz ± — i sinz, et nous avons vu 
que celles-ci se ramenaient toutes aux opérations immé- 
diatement inférieures sur les arcs , propriétés tout à fait 
analogues à celles des exponentielles. 

Celle analogie Sera encore augmentée par les considé- 
rations suivantes. 


Représentation des sinus et cosinus par des 
exponentielles inuujinaircs. 

^ , 

347. Si dans le développement de c* on change x en 
X — 1 , et qu'on représente la série résultante par 
011 aura 

, . ./ — T ; x:’ — 1 x’ 

(1) e^V I = 1 - 4 -xy'— I — — — 4. 


1.2 1 . 2.3 I .2.3.4 

Si l'on convient de même de désigner par le ré- 

sultat de la substitution de x y/ — 1 à x dans le déve- 
loppement de on aura 

/ — , j:’ j :^\/ — I JC* 

(2) c 'V ' = 1 — x^ — • ' 


X‘ X’ 

' 1.2 ^ 1 . 2.3 ‘ 1 . 2 . 3. 4 


Ces é({uation$ peuvent être écrites comme il suit ; 

I C — cosx ■+■ i sin a:, 

— cosx — y/ — I sin.r; 


(3) 

d'où l'on tire 


( 1 ' 


) 

7 . 


2y- 
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et dans toutes ces formules il ne faut pas oublier que 
et n’ont aucun sens comme exponentielles:' 

elles ne représentent autre chose que les séries qu’on 
obtient en substituant +x\f— i et — — i dans le 
développement de e“, et traitant V — > de la manière 
convenue. 

348. 11 est facile de démontrer que ces exponentielles - 
imaginaires doivent être traitées d’après les mêmes règles 
que si les exposants étaient réels. 

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de multiplier 
par en entendant toujours par là les séries 

qui représentent ces expressions , et qui peuvent être rem- 
placées par cosx-f- ^ — i sinx et cos y -f- y/ — i sinj', 
dont le produit est cos (x + j) — i sin(x-f-_y). 
Gîtte dernière expression est représentée , dans le même 
sens , par e ; donc on peut poser 


La règle des exposants réels s’observe donc dans la multi- 
plication des exponentielles imaginaires, et, par suite, 
dans leur division, dans leur élévation à des puissances, 
et dans l’extraction de leurs racines. 

‘ On pourrait encore déduire cette proposition de ce 
que e-*'"''-’' étant égal à e-' pour toutes les valeurs réelles 
de X et y, on a identiquement 


I I 1 



I . *J 





>■ 

I .*i 



L’identité ne sera pas troublée en changeant dans les deux 
membres x eu x y/ — i , ou cny>j — 15 et l’on trouv<‘ra 
toujours les mêmes termes réels ou imaginaires avec les 
mêmes signes ; d’où l’on conclut 
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OU encore , en supposant qu’on change seulement y en 

rv'— I, 

e ^ = e' e-^ = c* (cos_>' -t- ^ — i sin/) . 

349. On est eonvenu de donner le nom de loga- 
rithmes aux exposants imaginaires, comme aux expo- 
sants réels. Ainsi x -+- y ^ — i est le logarithme de 
e-'(co8j^ -)- \/ — I sin^)} et pour avoir le logarithme 
d’une expression de la forme a ± t \/ — i , on posera 
d’abord 

aàlbyj — I =p(cosari:^ — i sinx) = ■*'/—• 

_^lp±(y±a»K)^^ ^ 

f étant la plus petite valeur positive de x, et l’on aura 
l(rt±iv^— i) = 7 l(a’ 7 t-ô’)±^ — I (f±anir). 

Si 6 = O , on a pour toutes les valeurs du logarithme de a, 

I ndb — I (ÿ± 2«7r). 

L’arc f est égal à o si a est positif, et égal à 7 ; si a est 
négatif. On a donc, en entendant par 4 a le logarithme 
arithmétique du nombre a , 

1 (-)- a) = lu±2/tn ^ — I , 

l( — fl)=i<l±(2/l -I- l)»rV^ — I . 

Celte dernière expression ne donne aucune valeur i éi lie ; 
la première en donne une seule. 

En faisant n = i , on trouve 

li = ±2anv/— t, l( — I ) = rt(2/f -t- l)rv^— I . 

350. On peut exprimer, au moyen des formules pre- 
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S6o 

ccilcnlLs , les racines des équations de la forme 
x'" + px” -4- y = O. 

En eflet, ou eu lire d’abord 




Si l'on a ^ q~^o, ou = o , les valeui's de x seront 

les racines de quantités rt-ellcs, et nous avons vu com- 
ment on pouvait les exprimer au moyen des lignes trigo- 
nométriques. 

Si l’on < 7 <[o, les valeurs de x"" seront de la ’ 

foriuc a±h ^ — I ,• et l’on en extraira les racines 
comme nous l’avons indiqué en dernier lieu. 

Si r on forme, d’après les valeurs de ces racines, les 
facteurs réels de x*'" px'" -1- r/, on reconnaît immedia- 
lemeiit une construction simple qui les représente géo- 
inétri(|uement , et qui repose sur la division du cercle en 
parties égales. Nous nous dispenserons d’entrer dans ces 
détails. 


NOTE TROISIÈME. 


Sur lu /lins courte (lisinnce de dem droites injmimcnl 
voisines. 

351. Si I on considere une série de droites dont les 
tV|uations générales renferment imc ou plusieurs con- 
stantes dont les valeurs puissent varier arbitrairement 
et d’une mauièie continue, la plus courte distance de 
deux de CCS droites , coric’spondantcs à des diflcrcnces 
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iiifiiiiiuüiil pelilL's entre les eonslanles, peut être du 
même ordre que ces différences, ou d’un ordre différent. 
Considérons, par exemple, les normales à une même sur- 
face, menées par deux points situés sur cette surface, à 
une distance infiniment petite ds. Leur plus courte dis- 
tance sera généralement du même ordre de grandeur que 
ds. Mais si les deux points sont situés sur une même ligne 
de courbure, cette distance est d’un ordre plus élevé, 
comme nous l’avons démontré. 

De même encore les normales principales d'une courbe 
à double courbure , c’est-à-dire celles qui passent par scs 
centres de courbure, ont une distance mutuelle qui est 
du même ordre que celle des points correspondants de la 
courbe. Mais si l’on prend la série des normales tangentes 
à une même développée de la courbe, la plus courte dis- 
tance de deux de ecs normales consécutives sera d’un ordre 
plus élevé que celle des points correspondants de la courbe 
proposée. 

L’objet de cette note est de déterminer avec plus de 
précision qu’on ne l’avait fait jusqu’icF l’ordre iiiGnité- 
simal de cette distance , et c’est ce <|ue nous ferons au 
moyen d’une remarque curieuse due à M. Bouquet, an- 
cien élève de rLcolc normale. Elle consiste en ce que , 
si dans une série continue quelconque de droites, la 
distance de deux consécutives est généralement d’un 
ordre supérieur au premier, elle est au moins du troi- 
sième. 

Soient , en eflét , 

X = HZ + X, j—hz-i-fi 

les éejuations d’une droite quelconque de la série ; Aa , Al>, 
A«, AS les accroissements des constantes, en passant à 
une droite infiiiimeiit voisine, faisant partie de la même 
séiic : la plus comte distance 6 de ces deux dioite* sera, 
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d'après une furimile élémeiitaire oonuue , 

' + 4é’ + (<jA6 — blaY 

Or, (jucl que soit le nombre des variables iiidépcndanlcs 
qui détermiiieut les quantités a, />, a, 6, ou aura 

Art = (In H — f/ ’ « H ■= 

2 2.3 

Aè = ilb -H -il'b H — 

2 2.3 

Al == f/a -I — f/’a -t- •— =f/’a t- . . . , 

2 2.3 

AÇ = f/^ 4-- f/’6 4- -4, f/'£ 

2 2.3 

il en résulte 

ArtAC — AèAa = (r/rtf/G — f/éf/a) 

4- ^ (f/rtrf’S4- f/Sf/’fl — dbtl' a. — f/’èf/a) 4-. . . . 

Or, si le premier terme <lad?> — dhda. n’est pas nul, le 
dénominaUmr de d étant un inüniinent petit du prcmiei 
ordre, et son numérateur du second, d sera du premier 
ordre. Si, au contraire, on a constamment 

f/rtf/6 — f/if/a = o , 

le numérateur devient d’un ordre plus élevé de deux 
unités, parce que rensemble des termes du troisièmi; 
ordre n’est autre chose que la moitié de la diHerentielIe 
t\c dadô — dbdx, et cette dernière quantité étant con- 
stamment nulle, sa dilTércntielIc l’est aussi. 

D’où résulte cette conséquence remarquable, que, si lu 
distance de deux droites consécutives , prises dans une 
scn'c quelconque , est généralement d’un ordre infini- 
tésimal supérieur au premier, elle est nu moins du 
troisième. 


Digitized by Google 



PREMiKRK PARTIE. 


36i 

CelU* proposition s'applique aux tangentes à une courbe 
à double courbure, aux normales à une surface, me- 
nées par les différents points d’une même ligne de cour- 
bure , etc. 

Le théorème que nous venons de démontrer est sou- 
mis, comme prestjue tous les autres, à des exceptions 
très-particulières; il est fondé sur des développements 
généralement possibles, mais qui, pour certains points 
singuliers, pourraient devenir illusoires. 


FIN DE LA PREMIÈRE PARTIE. 
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